5. EXISTENCE DE SOLUTIONS BORNEES

Existence d’une solution pour I'ifjquation suivante:
—div(A(z,u)Vu) + ag(z)u = f(x,u, Vu)

Soit 2 C RY un ouvert borné, A(x,u) matrice définie & partir des fonctions de Carathéodory i.e.
Vu fixé ;o — A(x,u) mesurable,

u— A(z,u) continue p.p.xz€Q fixé,

avec
[Alz,u)] < B

Az, 5)e€ > alé]? VEERY pp. 2€Q,Vs€R
ap € L*=(Q),a0 > ap > 0pp dans Q

f(z,s,€) de Carathéodory tq:
|f($a Sa£)| < (CO + Cl|£|2)

Théoréme 5.1

Il existe u € Hg(2) N L>(£) solution de
(5.1) —div(A(z, u)Vu) 4 ag(z)u = f(z,u, Vu) dans D (Q).

Remarque: Chaque terme de (5.1) & un sens.
Démonstration du théoréme 5.1
Premiére étape : Approximation

Pour € > 0, on définit

6 i)
F ) = T ©)

d’ou [f€] < |f],|f] < 1, et on considére le probléme approché.
(5.2) —div(A(z, u)Vuc) + agu® = f(x, u, Vu).

Proposition 5.3. Le probléme (5.2) admet au moins une solution u¢ € H{ ().

Démonstration : On applique le théoréme de point fixe de Schauder 2. ¢ fixé, on considére "application

T: Hy(Q) — Hg(Q)

v—=T(@®) =v

solution de

(5.3) —div(A(z,7)Vv) + ap(z)v = (2,7, VD).

ca définit une application T' de H{(2) dans H}(Q) car probléme linéaire (unicité de v). Donc on applique

Schauder avec
B = Hy(Q)

T:H(Q) — HJ(Q)



C convexe fermé non vide de H{(€2) : une boule définie par 1’estimation & priori
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€ = {o\v e Hy@\Ilnyeey < Ca = 3190}

T:C—C

T continue (fort dans fort) par le théoreme de carathéodory

T(C) précompact?
On prend des v, tq:
—div(A(x,7)Vuy,) + ao(x)vn, = f(x,Tn, VUg,) = gn

gn borné dans L>°(2) en extrayant une sous-suite v, — v, H}(Q) fort. En effet
/ A(vp)V (v, — ).V (v, —v)dz — 0
Q

Conclusion : il existe u¢ € Hg(f2) solution du probléme approché.

Deuxiéme étape : Estimation H{(Q).

Si on multiplie par u° ¢a ne marche pas (exo!). On va (T = ¢) donc multiplier par une fonction test
o(uf) siv e HY(Q)NL>®(Q), T e C'(R), T(0)=0alors T(v) € H}(Q) N L>(Q) et VT'(v) = T'(v)Vw.

(T"(v) est définit sans ambiguitiés, voir le Théoréme de Stampacchia).

Donc
/ A )VuVuT (u)dx + ao/ uT (u®)dx
Q Q
< /(co + Oy V)| T (| de
Q
On prend T tel que T croissante: d’ott uT'(u) > 0, et tel que o7"(u) — C1|T'(u)| > § Vu, ca existe :

exemple : T'(t) = texp At? avec A grand.
T’ = exp M2 {1 + 2A\|u|*}.

On demande donc o
exp Au?{a + 2Xalul? — Cy|ul} > 5

ok si § 4 2Xajul? — Cy|u| > 0 ce qui est vrai si A grand. D’ou

g/|vu6|2d:c < 00/ T(u)de < C car [u]pe < <2
2 0 o)

donc
[u a2 ) < C.

Troisiéme étape: convergence forte dans H}(Q)
La convergence faible u¢ — u H{} ne suffit pas pour passer & la limite (exo!). On démontre la convergence
forte en formant ’équation approché sur u€ — u

{ —div(A(u)V(u — u)) + ap(u® — u) = f(x,u, Vu)
+div(A(u®)Vu — apu

On multiplie par T'(u€ — u).



N.B: u —u € H Q)N L>®(Q)

/Q AV (0 — )V (0 — )T’ (u — u)dar + /Q ao (1 — )T (i — u)da
- [ s,

Vu )T (u — u)dr — /A(ue)VuV(u6 —u)dr — /aou(u6 — u)dx,
et comme

|f€(z,u, Vu)| < Ch+ C1|Vu€|2 < Cp+2C4|V(uf — u)|2 + 201|Vu|2,

d’ou : si oT" —2C1|T| > §, on a d’aprés la deuxiéme étape:

5/@\V(7f—u)ﬁdm < /Q(Co—l—QC'l\Vu\QﬂT(ue—u)\dx—/A(ue)VuV(ue—u)da:

—/ao(u6 —u)dxr — 0

d’oi1 la convergence forte de u¢ vers u dans H}(Q).

Quatriéme étape : Passage a la limite
La démonstration est simple ; car on sait que

—div(A(u)Vu®) + apu® = f(z,u, Vu)

et |f(z,u, Vue)| < Cy + C1|Vuc|? qui converge dans L'(Q) fort, par suite converge p.p. vers f(x,u, Vu)
d’ott convergence de f¢(z,u, Vu®) — f(x,u,Vu) dans L'(Q) fort, et par suite on a I'existence dune
solution u € H}(Q) N L>®(Q) tq:

—div(A(z,u)Vu) + agu = f(z,u, Vu).
Cingiéme étape: Estimation L°°((2)

Enfin reste & montere que la solution u du prbléme (5.1) est bornée dans L ()
Proposition si u € H}(Q) N L>(Q) vérifie

(5.4)

alors

—div(A(z,u)Vu) + agu = f(x,u, Vu),

Co
oo < —.
[l Q) = o0

Remarque Il existe des cas de u € H} () avec u ¢ L°(£2) et u est solution de I’équation. Donc u € L
est essentiel pour démontrer le théoréeme.

Démonstration de la proposition

. . 4 . o C_ +
1(\)II}Bmultlphe léquation (5.4) par T'((u — 52)7)

u€ Hy(Q)NL>®(Q) = (u—

et donc cette fonction test est admissible
T croissante donc

par suite on peut démontrer facilement que

C
ug—o.
Qo

u_ Co

De la méme fagon, si on considére la fonction test T°(( o2)”), on démontre aussi facilement que

C
u > _ 0
ap
Ce raisonnement ne marche pas si u ¢ L>(Q).



EXISTENCE DE SOLUTIONS NON BORNES

Cas d’une équation avec un terme qui & un bon signe

On va démontrer le résultat d’existence suivant:

Théoréme soit 2 un ouvert borné de RY, A(z,u) une fonction de Carathéodory, borné coercive
ie. |A(z,u)| < B, A(z,u) > al, « > 0, soit g(x,u) une fonction de Carathéodory qui vérifient:
glz,u)u> 0, Yu e R p.p.z € Q, [g(z,u)] < hi(z), Yu; |u| <t, hy € LNQ), V>0 fixe.

On se donne f € H=1(Q) Alors il existe u € H}(Q) tel que:

(1) { g(z,u) et ug(x,u) € L1(Q),
—div((Az,u)Vu) + g(z,u) = f dans D'(Q)

Commentaires
1- Pour v € H}(Q), ¢g(z,u) n’a aucune raison pour qu’elle soit dans L'(€2).
g(x,u) mésurable et par I’équation g(z,u) € L*(£2)

2- Lemme
T e H Q) NLYQ) et si w € Hy(Q) N L>*(Q), alors

(T, w) g-1(0),11(2) Z/QTU/dx

T=g(xz,u)e H'NL,

donc on a:

/ Az, u)VuVo Jr/ gz, u)v = (f,v) Yo € Hi(Q)NL¥(Q)
Q Q

Corollaire Si u est la solution donnée par le théoréme, on a

/ A(z,u)VuVu +/ gz, u)v = (f,v) Yo € Hy(Q)NL¥(Q)
Q Q

Démonstration
On choisit comme fonction test v = Ty (u) € H(2) N L>(R2), alors

/A(:c,u)VuVTk(u) +/ gz, w)Tk(u) = (f, Tr(u))
Q

Q

quand k tend vers +oo alors Ty (u) tend vers u dans H}(Q) fort
g(z,u)Ty(u) tend vers g(x,u)u p.p, donnée par g(x, u(z))u(z) € L*(Q) d’ apres le théoréme de Lesbegue.

Démonstration du théoréme d’existence

Premiére étape: Apporoximation et estimation a priori
Pour € > 0, on pose :

_oles)
ge(w,5) = 1+ ¢lg(z, s)|’

ge est une fonction de Carathéodory et elle vérifie [ge| < |g| et [g-| < L.
Maintenat on considére le probléme approché

(1.) { —divA(z, u?)Vu® + g (z,u®) = f

ut € Hi(®),
d’apres le théoréme du point fixe de Schauder, on peut démontrer (exercice) qu’il existe au moins une solution

us € H}(Q) du probléme approché (1.).
On multiplie la premiére équation dans (1.) par u® et on intégre sur €2, on obtient:

) o [ 1vuPae+ [ geeat e = (o).
Q Q
Comme le deuxiéme terme du premier membre de (2) est positive et d’aprés la condition d’un seul coté on a

3) [y < [ fllg-+ <C,



et comme le premier terme de (2) est positif aussi et d’aprés (3), on obtient

(4) /Qgg(x,us)usdx <C.

Deuxiéme étape: Passage é la limite

D’apés (3) en extrayant une sous suite on a u® — u  Hg () faible et par Rellich u® — u  L*(Q) fort et
p-p dans €2

Comme g, est une fonction de Carathéodory et d’aprés la condition d’un seul coté et I’estimation (3) et
le lemme du Fatou, on a g.(x,u®)u® — g(x,u)u p.p Q. et g(z,u)u € L (Q).

Montrons maintenat que g(x,u) est dans L'(2), g(x,u) est mesurable et on a

/M%MMS/ mmwm+/ gl )| de,
Q {lu|<M} {|u|>M}

le premier terme du second membre est fini d’aprés I’hypothése sur g.

En ce qui concerne l'autre terme, comme |u| > M on a 17 < 57, donc

o(e )] = [lg@ 0l _ uglaw) 1

T e MY

IN

(z,u)

donc le deuxiéme terme est aussi fini et par suite g(z,u) € L'(Q).
Le passage ¢ la limite dans ’équation

—div(A(z,u)Vue) + ge (2, us) = f
permet d’obtenir, comme u. — u faible dans H}(Q2) et p.p. dans Q
—div(A(z,u:)Vu.) — —div(A(zr,u)Vu) faible dans H '(Q)

et
9e(z,ue) = g(z,u) p.p. dansQ,

on peut démontrer facilement, comme on a démontré que g(x,u) € LY(Q), que g-(z,u.) est borné dans
L'(©Q), mais malheureusement tout éa ne fait pas g.(z,u.) — g(x,u) dans D'(2) et donc on ne peut pas
passer é la limite dans I’équation.

Attention:
f¢— fp.p dansQ,
[, f e LY(Q),
f¢ bornée dans L'(Q2)},
ne suffit pas pour que f¢ — f dans D’'(Q2).

Il manque I’équiintégrabilité de f©.

Définition: On dit que la suite f€ est équiintégrable si
Vn, 30 >0, tq: |EF|<0 = / |feldz <.
E

Lemme: Si
f¢— fp.p dansQ,
fe.f € LY,
f¢ bornée dans L'(Q)},
f¢ est équiintégrable

alors f¢ — f dans L'(Q) fort.

La démonstration du lemme est basé sur le lemme de Fatou et sur le théoréme d’Egorov. Donc d’aprés
ce lemme et si on démontre que g. est équiintégrable (qui est facile é obtenir), on obtient la convergence de
ge dans L1(Q) fort et par suite le passage ¢ la limite dans 1’équation est facile & obtenir



