
5. EXISTENCE DE SOLUTIONS BORNEES

Existen
e d'une solution pour l'ï¿½quation suivante:

−div(A(x, u)∇u) + a0(x)u = f(x, u,∇u)

Soit Ω ⊂ R
N

un ouvert borné, A(x, u) matri
e dé�nie à partir des fon
tions de Carathéodory i.e.

∀u �xé , x → A(x, u) mesurable,

u → A(x, u) 
ontinue p.p. x ∈ Ω �xé,

ave


|A(x, u)| ≤ β

A(x, s)ξξ ≥ α|ξ|2 ∀ξ ∈ R
N

p.p. x ∈ Ω, ∀s ∈ R

a0 ∈ L∞(Ω), a0 ≥ α0 > 0 pp dans Ω

f(x, s, ξ) de Carathéodory tq:

|f(x, s, ξ)| ≤ (C0 + C1|ξ|
2)

Théorème 5.1

Il existe u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) solution de

(5.1) −div(A(x, u)∇u) + a0(x)u = f(x, u,∇u) dans D
′

(Ω).

Remarque: Chaque terme de (5.1) à un sens.

Démonstration du théorème 5.1

Première étape : Approximation

Pour ǫ > 0, on dé�nit

f ǫ(x, u, ξ) =
f(x, u, ξ)

1 + ε|f(x, u, ξ)|

d'où |f ǫ| ≤ |f |, |f ǫ| ≤ 1
ǫ
, et on 
onsidère le problème appro
hé.

(5.2) −div(A(x, uǫ)∇uǫ) + a0u
ǫ = f ǫ(x, uǫ,∇uǫ).

Proposition 5.3. Le problème (5.2) admet au moins une solution uǫ ∈ H1
0 (Ω).

Démonstration : On applique le théorème de point �xe de S
hauder 2. ǫ �xé, on 
onsidère l'appli
ation

T : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω)

v → T (v) = v

solution de

(5.3) −div(A(x, v)∇v) + a0(x)v = f ǫ(x, v,∇v).

ça dé�nit une appli
ation T de H1
0 (Ω) dans H1

0 (Ω) 
ar problème linéaire (uni
ité de v). Don
 on applique

S
hauder ave


B = H1
0 (Ω)

T : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω)
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C 
onvexe fermé non vide de H1
0 (Ω) : une boule dé�nie par l'estimation à priori

α

∫

Ω

|∇v|2dx+ α0

∫

Ω

|v|2dx ≤
1

ǫ

∫

Ω

|v|dx ≤
α0

2

∫

Ω

|v|2dx+
1

2α0

1

ǫ2
|Ω|

C = {v\v ∈ H1
0 (Ω)\‖v‖H1

0
(Ω) ≤ C2 =

1

2α0

1

ǫ2
|Ω|}

T : C → C

T 
ontinue (fort dans fort) par le théoreme de 
arathéodory

T (C) pré
ompa
t?

On prend des vn tq:

−div(A(x, v)∇vn) + a0(x)vn = f ǫ(x, vn,∇vn) = gn

gn borné dans L∞(Ω) en extrayant une sous-suite vn → v, H1
0 (Ω) fort. En e�et

∫

Ω

A(vn)∇(vn − v).∇(vn − v)dx → 0

Con
lusion : il existe uǫ ∈ H1
0 (Ω) solution du problème appro
hé.

Deuxième étape : Estimation H1
0 (Ω).

Si on multiplie par uε
ça ne mar
he pas (exo!). On va (T = ϕ) don
 multiplier par une fon
tion test

ϕ(uε) si v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), T ∈ C′(R), T (0) = 0 alors T (v) ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) et ∇T (v) = T ′(v)∇v.
(T ′(v) est dé�nit sans ambiguitiés, voir le Théorème de Stampa

hia).

Don












∫

Ω

A(uǫ)∇uǫ∇uǫT ′(uǫ)dx+ α0

∫

Ω

uǫT (uǫ)dx

≤

∫

Ω

(C0 + C1|∇uǫ|2)|T (uǫ|dx

On prend T tel que T 
roissante: d'où uT (u) ≥ 0, et tel que αT ′(u)− C1|T (u)| ≥
α
2 ∀u, ça existe :

exemple : T (t) = t expλt2 ave
 λ grand.

T ′ = expλu2{1 + 2λ|u|2}.

On demande don


expλu2{α+ 2λα|u|2 − C1|u|} ≥
α

2
,

ok si

α
2 + 2λα|u|2 − C1|u| ≥ 0 
e qui est vrai si λ grand. D'où

α

2

∫

|∇uǫ|2dx ≤ C0

∫

Ω

|T (uǫ)|dx ≤ C 
ar ‖uǫ‖L∞ ≤
C0

α0

don


‖uǫ‖H1

0
(Ω) ≤ C.

Troisième étape: 
onvergen
e forte dans H1
0 (Ω)

La 
onvergen
e faible uǫ ⇀ u H1
0 ne su�t pas pour passer à la limite (exo!). On démontre la 
onvergen
e

forte en formant l'équation appro
hé sur uǫ − u

{

−div(A(uǫ)∇(uǫ − u)) + a0(u
ǫ − u) = f ε(x, uǫ,∇uǫ)

+div(A(uǫ)∇u − a0u

On multiplie par T (uǫ − u).
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N.B: uǫ − u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)











∫

Ω

A(uǫ)∇(uǫ − u)∇(uǫ − u)T ′(uǫ − u)dx+

∫

Ω

a0(u
ǫ − u)T (uǫ − u)dx

=

∫

Ω

f(x, uǫ,∇uǫ)T (uǫ − u)dx−

∫

A(uǫ)∇u∇(uǫ − u)dx−

∫

a0u(u
ǫ − u)dx,

et 
omme

|f ǫ(x, uǫ,∇uǫ)| ≤ C0 + C1|∇uǫ|2 ≤ C0 + 2C1|∇(uǫ − u)|2 + 2C1|∇u|2,

d'où : si αT ′ − 2C1|T | ≥
α
2 , on a d'après la deuxième étape:

α

2

∫

α

|∇(uǫ−u)|2dx ≤

∫

Ω

(C0+2C1|∇u|2)|T (uǫ−u)|dx−

∫

A(uǫ)∇u∇(uǫ−u)dx

−

∫

a0(u
ǫ − u)dx → 0

d'où la 
onvergen
e forte de uǫ
vers u dans H1

0 (Ω).

Quatrième étape : Passage à la limite

La démonstration est simple ; 
ar on sait que

−div(A(uǫ)∇uǫ) + a0u
ǫ = f ǫ(x, uǫ,∇uǫ)

et |f ǫ(x, uǫ,∇uǫ)| ≤ C0 + C1|∇uǫ|2 qui 
onverge dans L1(Ω) fort, par suite 
onverge p.p. vers f(x, u,∇u)
d'où 
onvergen
e de f ǫ(x, uǫ,∇uǫ) → f(x, u,∇u) dans L1(Ω) fort, et par suite on a l'existen
e d'une

solution u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tq:

−div(A(x, u)∇u) + α0u = f(x, u,∇u).

Cinqième étape: Estimation L∞(Ω)

En�n reste à montere que la solution u du prblème (5.1) est bornée dans L∞(Ω)

Proposition si u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) véri�e

(5.4) −div(A(x, u)∇u) + α0u = f(x, u,∇u),

alors

‖u‖L∞(Ω) ≤
C0

α0
.

Remarque Il existe des 
as de u ∈ H1
0 (Ω) ave
 u /∈ L∞(Ω) et u est solution de l'équation. Don
 u ∈ L∞

est essentiel pour démontrer le théorème.

Démonstration de la proposition

On multiplie léquation (5.4) par T ((u− C0

α0

)+)
N.B

u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) ⇒ (u−

C0

α0
)+ ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω)

et don
 
ette fon
tion test est admissible

T 
roissante don


T ((u−
C0

α0
)+) ≥ 0, T (0) = 0,

par suite on peut démontrer fa
ilement que

u ≤
C0

α0
.

De la même façon, si on 
onsidére la fon
tion test T ((u− C0

α0

)−), on démontre aussi fa
ilement que

u ≥ −
C0

α0
.

Ce raisonnement ne mar
he pas si u /∈ L∞(Ω).
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EXISTENCE DE SOLUTIONS NON BORNES

Cas d'une équation ave
 un terme qui à un bon signe

On va démontrer le résultat d'existen
e suivant:

Théorème soit Ω un ouvert borné de R
N
, A(x, u) une fon
tion de Carathéodory, borné 
oer
ive

i.e. |A(x, u)| ≤ β, A(x, u) ≥ αI, α > 0, soit g(x, u) une fon
tion de Carathéodory qui véri�ent:

g(x, u)u ≥ 0, ∀u ∈ R p.p. x ∈ Ω, |g(x, u)| ≤ ht(x), ∀u; |u| ≤ t, ht ∈ L1(Ω), ∀t > 0 �xé.

On se donne f ∈ H−1(Ω) Alors il existe u ∈ H1
0 (Ω) tel que:

(1)

{

g(x, u) et ug(x, u) ∈ L1(Ω),
−div((Ax, u)∇u) + g(x, u) = f dans D′(Ω)

Commentaires

1- Pour v ∈ H1
0 (Ω), g(x, u) n'a au
une raison pour qu'elle soit dans L1(Ω).

g(x, u) mésurable et par l'équation g(x, u) ∈ L1(Ω)

2- Lemme

T ∈ H−1(Ω) ∩ L1(Ω) et si w ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), alors

〈T,w〉H−1(Ω),H1

0
(Ω) =

∫

Ω

Tw dx

T = g(x, u) ∈ H−1 ∩ L1,

don
 on a:

∫

Ω

A(x, u)∇u∇v +

∫

Ω

g(x, u)v = 〈f, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)

Corollaire Si u est la solution donnée par le théorème, on a

∫

Ω

A(x, u)∇u∇v +

∫

Ω

g(x, u)v = 〈f, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)

Démonstration

On 
hoisit 
omme fon
tion test v = Tk(u) ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), alors

∫

Ω

A(x, u)∇u∇Tk(u) +

∫

Ω

g(x, u)Tk(u) = 〈f, Tk(u)〉

quand k tend vers +∞ alors Tk(u) tend vers u dans H1
0 (Ω) fort

g(x, u)Tk(u) tend vers g(x, u)u p.p, donnée par g(x, u(x))u(x) ∈ L1(Ω) d' apres le théorème de Lesbegue.

Démonstration du théorème d'existen
e

Premiére étape: Apporoximation et estimation à priori

Pour ε > 0, on pose :

gε(x, s) =
g(x, s)

1 + ε|g(x, s)|
,

gε est une fon
tion de Carathéodory et elle véri�e |gε| ≤ |g| et |gε| ≤
1
ε
.

Maintenat on 
onsidère le problème appro
hé

(1ε)

{

−divA(x, uε)∇uε + gε(x, u
ε) = f

uε ∈ H1
0 (Ω),

d'après le théorème du point �xe de S
hauder, on peut démontrer (exer
i
e) qu'il existe au moins une solution

uε ∈ H1
0 (Ω) du problème appro
hé (1ε).

On multiplie la premiére équation dans (1ε) par u
ε
et on intégre sur Ω, on obtient:

(2) α

∫

Ω

|∇uε|2dx+

∫

Ω

gε(x, u
ε)uεdx = 〈f, uε〉.

Comme le deuxiéme terme du premier membre de (2) est positive et d'aprés la 
ondition d'un seul 
oté on a

(3) ‖uε‖H1

0

≤ ‖f‖H−1 ≤ C,
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et 
omme le premier terme de (2) est positif aussi et d'aprés (3), on obtient

(4)

∫

Ω

gε(x, u
ε)uεdx ≤ C.

Deuxiéme étape: Passage é la limite

D'apés (3) en extrayant une sous suite on a uε ⇀ u H1
0 (Ω) faible et par Relli
h uε → u L2(Ω) fort et

p.p dans Ω
Comme gε est une fon
tion de Carathéodory et d'aprés la 
ondition d'un seul 
oté et l'estimation (3) et

le lemme du Fatou, on a gε(x, u
ε)uε → g(x, u)u p.p Ω. et g(x, u)u ∈ L1(Ω).

Montrons maintenat que g(x, u) est dans L1(Ω), g(x, u) est mesurable et on a

∫

Ω

|g(x, u)|dx ≤

∫

{|u|≤M}

|g(x, u)|dx+

∫

{|u|≥M}

|g(x, u)|dx,

le premier terme du se
ond membre est �ni d'aprés l'hypothése sur g.
En 
e qui 
on
erne l'autre terme, 
omme |u| ≥ M on a

1
|u| ≤

1
M
, don


|g(x, u)| =
|u||g(x, u)|

|u|
=

ug(x, u)

|u|
≤

1

M
ug(x, u)

don
 le deuxiéme terme est aussi �ni et par suite g(x, u) ∈ L1(Ω).
Le passage é la limite dans l'équation

−div(A(x, uε)∇uε) + gε(x, uε) = f

permet d'obtenir, 
omme uε ⇀ u faible dans H1
0 (Ω) et p.p. dans Ω

−div(A(x, uε)∇uε) ⇀ −div(A(x, u)∇u) faible dans H−1(Ω)

et

gε(x, uε) → g(x, u) p.p. dans Ω,

on peut démontrer fa
ilement, 
omme on a démontré que g(x, u) ∈ L1(Ω), que gε(x, uε) est borné dans

L1(Ω), mais malheureusement tout éa ne fait pas gε(x, uε) → g(x, u) dans D′(Ω) et don
 on ne peut pas

passer é la limite dans l'équation.

Attention:







f ε → f p.p dansΩ,
f ε, f ∈ L1(Ω),
f ε

bornée dans L1(Ω)},

ne su�t pas pour que f ε → f dans D′(Ω).

Il manque l'équiintégrabilité de f ε
.

Dé�nition: On dit que la suite f ε
est équiintégrable si

∀η, ∃δ > 0, tq: |E| ≤ δ =⇒

∫

E

|f ε|dx ≤ η.

Lemme: Si















f ε → f p.p dansΩ,
f ε, f ∈ L1(Ω),
f ε

bornée dans L1(Ω)},
f ε

est équiintégrable

alors f ε → f dans L1(Ω) fort.
La démonstration du lemme est basé sur le lemme de Fatou et sur le théoréme d'Egorov. Don
 d'aprés


e lemme et si on démontre que gε est équiintégrable (qui est fa
ile é obtenir), on obtient la 
onvergen
e de

gε dans L1(Ω) fort et par suite le passage é la limite dans l'équation est fa
ile é obtenir
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