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2 CHAPITRE 1. THEORIE DES ENSEMBLES

Pour comprendre ce document, il est requis de connaitre la logique classique, notamment :
— la notion d’assertion
— la négation d’une assertion
— la conjonction et la disjonction de deux assertions
— I’implication et I’équivalence entre deux assertions
— les quantificateurs V, 3 et 3!

De plus, ce document n’a aucune vocation pédagogique.

1 Généralités

1.1 Appartenance, égalité et inclusion

Définition 1 (Ensemble)

Tous les objets que nous allons manipuler seront appelés ensembles.

Pour deux ensembles x et F, il est possible de former une assertion notée x € £ dont la véracité se

déduira des axiomes et des définitions. Elle se lit « = appartient a £ ».

Sa négation sera notée x ¢ E.

— ——

Remarque :
e Les ensembles représentent intuitivement des sacs dans lesquels on peut mettre des objets. L’appartenance

x € F traduit simplement le fait que I’objet x se trouve dans le sac E.

Axiome 1 (de I’existence)

Il existe au moins un ensemble.

Notation :

Pour F un ensemble et P une assertion, on notera :
eVz € E, P(z) alaplace de Vz, (z € E = P(z))
e Jz € F, P(z) alaplace de 3z, (x € E A P(x))

On retrouve alors les propriétés similaires aux quantificateurs.
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Définition 2 (Egalité)

Soient F et F' deux ensembles.

On dira que E est égal a I, et on notera £/ = F/, si et seulement si
"tout élément de E est aussi un élément de [ et réciproquement”,

ce qui se traduit donc par Vz, (v € E <z € F).

Dans le cas contraire, on notera E # F', et on dira qu’ils sont distincts, ou différents.

— ~

Axiome 2 (Principe de Leibniz)

Soient F et E’ deux ensembles.
Si E = F', alors toute formule vraie qui fait intervenir F est aussi vraie si on remplace les apparitions

de E de notre choix par E’.

Proposition 1

(1) L’égalité est réflexive : VE, E = E.

(2) L’égalité est symétrique : VE,VF, (E = F = F = E).

(3) L'égalité est transitive : VE,VF,VG, (E = Fet F = G) = E = G)

@mﬁm
(1) Lassertion VE,Vz, (x € E < ¢ € F) étant vraie, il s’en suit que VE, E = F.

(2) Soient F et F' deux ensembles.

On a alors les équivalences suivantes :

E=F
— Va:,(xGE(:)a:GF)

= Vx,(xEF@xEE)
~— F=F

Ainsi,ona|E=F < F=EF|

(3) Soient E, F' et GG trois ensembles.
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Supposons que 'ona £ = Fet F' = (.

DoncVz,(r € E< x € F)etVe,(x € F &z € G).
Donc Vz, (x € E < x € G).

Donc £ = G.

CQFD.

Remarque :
On verra plus tard que cela fait de 1’égalité une relation d’équivalence. Nous verrons aussi que c’est une

relation d’ordre.

Définition 3 (Inclusion)

Soient F et F' deux ensembles.

On dit que F est inclus dans F' si et seulement si tout élément de E est aussi un élément de F.
Autrement dit, Vo € F,x € F'.

On note alors £ C F'. Dans le cas contraire, on note £ ¢ F'.

— ~

Remarque :

o Certains auteurs notent £/ C F'. Cela ne sera pas le cas dans ce document.
e On note aussi I' O FE.

e On dit aussi que £ est une partie de F'.

e On dit aussi que F est un sous-ensemble de F'.

e On dit aussi que F' contient £ .

Proposition 2

Soient E et F' deux ensembles.
SiE=F,alors FE C Fetlk DF.

Supposons que £ = F.
On a donc Vz, (m ceF&sae F)

Dochx,[(eréx€F>6t<x€E<:x€F>].

Donc Vz, (er;sa:eF) etvx,(er¢xeF>.
Donc £ C FetE D F.
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CQFD.

Proposition 3

(1) L’inclusion est réflexive : VE, £ C E.

(2) L’inclusion est antisymétrique : VE,VF,(EC Fet ED F) = E = F.
(3) L'inclusion est transitive : VE,VF,VG, (EC Fet F CG) = E C G.

(1) Lassertion VE, (x € E = x € E) étant vraie, il s’en suit que VE, £ C E.

(2) Soient E et F' deux ensembles.

Siona EC FetE D F,alorsonaVz, (r € E=x € F)
etVe,(r € E<x € F),donconaVe,(xr € E< x € F),
c’est-a-dire &/ = F.

(3) Soient E, F' et G trois ensembles.

SionaEC FetF CG,alorsonaVe,(zr € E=x € F)
etVz,(x € F= x € G)donconaVz, (v € E =z € Q)
c’est-a-dire £ C G.

CQFD.

Remarque :

Nous verrons plus tard que cela fait de I’inclusion une relation d’ordre.

Définition 4 (Inclusion stricte)

Soient F et F' deux ensembles.

On dit que F est inclus strictement dans £’ si et seulement si £ C Fet E # F.

On notera alors £/ C F.
— ~

Remarque :
e On dit aussi que E est une partie propre de F'.

e Il ne faut pas confondre I’inclusion stricte, £ C F' avec la non inclusion £ € F.
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Proposition 4 (Transitivité de I'inclusion stricte)

Soient E, F' et (G trois ensembles.

L’inclusion stricte est transitive : si £ C F'et F' C G, alors E C G.

Supposons que ¥ C Fet FF C G.
Alors en particulier £ C Fet F C G.

Donc par transitivité de 1’inclusion,ona £ C G.
De plus,ona F # F.

Supposons par I’absurde que £ = G : on a en particulier d’apres la proposition 2 page 4 que G C E.
Or, on a F' C ( donc par transitivité de I’inclusion, on a F' C FE.

Orona £/ C F'. Donc par antisymétrie de I’inclusion, on a &2 = F', ce qui est absurde.

Donc E # G, et donc .

CQFD.

1.2 Compréhension et ensemble vide

Soit £ un ensemble, et soit P une assertion pouvant dépendre d’un parametre.

Alors il existe une partie de £ dont les éléments sont exactement ceux qui vérfient P.

Onlenote {z € E | P(x)}.

Autrement dit, Vy, (y ce{zreF|P(x)} & [y € Eet P(y)D

Proposition 5

Soit F un ensemble, et soient P et () deux assertions pouvant dépendre d’un parametre. On a alors les
équivalences suivantes :

(1)Vz € E, (P(x) = Q(m)) sietseulementsi {z € E | P(z)} C{z € F|Q(x)}.

(2) Va € E, (P(@ & Q(m)) si et seulement si {z € E | P(2)} = {z € E | Q(z)}.

\ J/
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@mmn
¢ (1):
Raisonnons par double implications.
Supposons que Vz € E, (P(x) = Q(:z:))
Soit y un ensemble. Supposons que y € {z € F | P(z)}. Doncy € E et P(y).
Donc par hypothese, y € E et Q(y). Doncy € {z € E | Q(x)}.
Ceci étant vrai pour tout y,ona {z € E | P(z)} C{z € F | Q(x)}.

Ainsi, Vz € B, (P(a:) = Q(:L')) = {z € E|P(z)} C{z e E|Q)).

Supposons que {z € E | P(z)} C{z € E | Q(x)}.

Soity € E tel que P(z). Doncy € {x € FE | P(z)}.

Donc par hypothese, onay € {x € E | Q(x)}. Donc Q(y).

Ceci étant vrai pour tout y de £, on a donc Vz € F, <P(w) = Q(x))

Ainsi, {z € E | P(z)} C {z € E| Q(x)} = Va € E, (P(x) = Q@)).

Finalement, |Vz € E, <P(x) = Q(:p)) <~ {re€eE|P)}C{reE|Qx)}|

¢ (2):
Utilisons (1).
V€ E, (P(w) Q(x ))
— VzeE, <P(x) Q(z )) etVe € B, ( ))
— {z€E|P)}C{ze|Q )}et{fCEEIP( )} 2{z e E|Qx)}
= {reE|P)}={rec E[Q(x)}.

CQFD.

Proposition 6

(1) Soit £ un ensemble.
Onaalors Vy,y ¢ {x € E | z # z}.

(2) Soient F' et G deux ensembles.
Onaalors{x € F |z # a2} ={r € G|z #z}.
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oo

@mmn

¢ (1):

Par réflexivité de 1’égalité, on a « Vy,y = y ».

Doncona«Vy,y ¢ Fouy =y ».

Donc on a « Vy,non(y € E ety # y) », d’apres les lois de De Morgan.
Donc on a«Vy,non(y ce{reFE|x# x}) ».

Doncona«Vy,y ¢ {x € E|x # x}».

¢ (2):

D’apres (1), les assertions Vy,y € {x € F' |z # z}etVy,y € {x € G | x # z} sont fausses.
Donc I’assertion Vy, (y ce{relFla#a}lsyec{reG|z# x}) est vraie.

Donc{zr € F |z # 2z} ={x € G|z #x}.

CQFD.

Définition 5 (ensemble vide)

Soit £ un ensemble.

La proposition précédente nous assure que le ensemble {x € E | x # =} ne dépend pas de E et ne

contient aucun élément. Nous I’appelerons donc ensemble vide, et le noterons ().

Ainsi, Vz, z ¢ (.

— ~
Proposition 7

Soit £ un ensemble.

P CE.
2Q)EC) <= E=0
E ne contient aucun élément si et seulement si £ = ().

— —

@WMW
4 (1) : Par définition de I’ensemble vide,ona () = {x € E | x # x}.
Or, {x € E'| x # x} est par définition une partie de F. Donc ) C F.

¢ (2) : C’est immédiat d’apres (1) puisqu’on a donc :
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EC) (ECOetED0) « E=0.
¢ (3):
D’apres (2), cela revient donc & montrer que F ne contient aucun élément si et seulement si £ C ().
Raisonnons par doubles implications :

Supposons que £ ne contienne aucun élément.

L’assertion « Vx,x € E » est donc fausse.

Donc I’assertion « Vz, <x cE=zx¢c @) » est vraie.

Donc E C 0.

Ainsi, si E ne contient aucun élément, alors £ C (.

Supposons que F C ().

On a donc Vz, (x ceE=uzc @).

Donc par contraposition, Vz, (m ¢tE<z¢ @).
Or, Vz,z ¢ ().

Donc par modus ponens, Vz,x ¢ E.

Donc E ne contient aucun élément.

Ainsi, si £ C (), alors E ne contient aucun élément.

E ne contient aucun élément si et seulement si £ = () ‘

Finalement,
CQFD.

Remarque :
Pour un ensemble F, d’apres la réflexivité de I’inclusion, et d’apres la proposition précédente,ona £/ C E
et ) C E. On dira que E et () sont les parties triviales de F, pour les distinguer des autres parties (si elles

existent).

Proposition 8

Soit P une assertion pouvant dépendre d’un parametre.

(1) Lassertion « Vo € (), P(z) » est toujours vraie.

(2) Lassertion « 3z € (), P(z) » est toujours fausse.
\, J/
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@mm

¢ (1):

On sait que I’assertion « Vo, x € () » est fausse.
Donc I’assertion « Vz, (x €= P(m)) » est vraie.

Donc I’assertion « Va € (), P(x) » est vraie.

¢ (2):

D’apres (1), en remplagant P par —P, I’assertion « Vr € (), =P (z) » est vraie.
Donc I’assertion « — (V;U €0, —|P(:c)) » est fausse.

Donc I’assertion « 3z € (), == P(x) » est fausse.

Donc I’assertion « 3z € (), P(x) » est fausse.

CQEFD.

1.3 Paires et singletons

Axiome 4 (de la paire)

Soient = et y deux ensembles.

Alors il existe un ensemble dont les éléments sont exactement z et y.

On le note {z; y}. On dit que c’est la paire qui contient x et y.

Ainsi, Vz, (z e{xny}t & [z:xouz:yD.

— —

Définition 6 (Singleton)

Soit 2 un ensemble.

On appelle singleton contenant x la paire {z; z}. On le note plutdt {z}.
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1.4 Ensemble des parties

Axiome 5 (des parties)

Soit £ un ensemble.

Alors il existe un ensemble dont les éléments sont exactements les parties de £.

On le note P(E), ou encore p(E), ou bien encore 2.

Ainsi, VF, (F eP(E)& F C E)
—

|

Remarque :

Pour toute assertion () pouvant dépendre d’un parametre, I’assertion VF' € P(E), Q(F) sera parfois notée

VE C E,Q(F).
Proposition 9
Soit £ un ensemble. On a alors :

(1) E € P(E)
(2)0 e P(E)

Autrement dit, P(E) contient toujours les parties triviales de E.

Cela implique en particulier que P(E) n’est jamais vide.

— ——

gf Domonstsatiion

(1) La réflexivité de I’inclusion nous dit que £ C F, et donc par définition, £ € P(FE).

(2) La proposition 7 page 8 nous dit que () C F, donc par définition, ) € P(FE).

CQFD.
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2 Opérations sur les ensembles

2.1 Réunion

Axiome 6 (de la réunion)

Soit £ un ensemble.

Alors il existe un ensemble dont les éléments sont exactements les éléments des éléments de £. On le

note | £. On dit que c’est la réunion de E.

Autrement dit, pour tout ensemble z, x € | J E si et seulement s’il existe A € E tel que = € A.

— —

Proposition 10 (Réunion du vide)

W’ Drnenstsaation

Par définition de la réunion, on a
vo,(zeUd <= JAehaeA).
Or,on a — (EIA e (Z)) par définition.
Donc Vo, z ¢ |J0.

Donc || J @ = () |d’apres la prop. 7 p. 8.
CQFD.

Proposition 11 (Réunion de I’ensemble des parties d’un ensemble)

Soit £ un ensemble.

Onaalors | JP(FE) = E.

@mmn

Soit x un ensemble.

Supposons que = € |JP(FE).
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Il existe donc A € P(E) tel que = € A.
Or, A € P(F)donc A C E.
Donc comme z € A,onaaussi z € E.
Doncsiz € |JP(E), alors z € E.
Donc Vz, <a: ceJPE)=z€ E)
Donc |JP(E) C E.

Soit x un ensemble.
Supposons que = € E.
On sait que F € P(E) d’apres la prop. 9 p. 11.
Donc il existe A € P(E) tel que x € A.
Donc z € |JP(E).
Doncsiz € E, alors x € | JP(E).
Donc Vz, (x eEE=uxc¢ UP(E))
Donc E C |JP(E).

Finalement, || JP(E) = E|.
CQFD.

Proposition 12 (Croissance de la réunion)

Soient F et F' deux ensembles.

SiEC F,alors| JE C|JF.

On dit que la réunion est croissante pour I’inclusion.
\ J/

7 lrnonotsatiin
Supposons que £ C F.
Soit z un ensemble.
Supposons que z € | J F.
Il existe donc A € F tel que = € A.
Or, E CF.
Donc A € F.
Ainsi, A € Fetx € A.
Doncz € |JF.
Doncsiz € |JE, alors z € | F.
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Donc Vz, <x€ UE==x¢€ UF)
Donc||JE C U F|
CQFD.

Définition 7 (Union de deux ensembles)

Soient A et B deux ensembles.

On appelle union de A et de B I’ensemble | J{A; B}. On le note plutét A U B.

Proposition 13

Soient A et B deux ensembles.

Pour tout ensemble z,onaxz € AU B sietseulementsiz € Aouzx € B.

W Dhorrorstatiin

Soit z un ensemble. Raisonnons par double implications :

Supposons que z € A U B. Donc par définition de I’'union, on a x € | J{A; B}.
Donc par définition de la réunion, il existe C' € {A; B} tel que = € C.

Donc par définition de la paire, C' = Aou C' = B.

Doncx € Aoux € B.

Ainsi, z € AUB = (:z: cAouzxc B).

Supposons que x € Aoux € B.

Donc par définition de la paire, il existe C' € {A; B} tel que z € C.
Donc par définition de la réunion, = € | J{A; B}.

Donc par définition de I’union, x € AU B.

Ainsi, x € AUB < <£E€AOUZL‘E B).

Finalement,z € AU B <= (J: cAouzx € B).
CQFD.

Remarque :
Ce parallele entre I’union et la disjonction va permettre "d’importer" les propriétés de la disjonction sur

I’union, comme le montre la proposition suivante.



2. OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 15

Proposition 14

Soient A, B et C' trois ensembles. On a les propriétés suivantes :

(1) L’union est idempotente : AU A = A.
(2) L’union est associative : (AU B)UC = AU (BUC(C).
(3) L'union est commutative : AU B = BU A.

\,

¢ (1):
Soit « un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :

xeAuAfgi(xeAwmeA>¢:>xeA
3p.

Ainsi, Vz, (m cAUAsS € A>. Donc .

¢ (2):
Soit z un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
re(AUB)UC

S (:EGAUBouQJEC’>
13p. 14

= ([xeruxeB] ouxEC>

13p. 14

— (xeru [mEBouxEC])
— (xGAouxEBUC)

13p. 14

<— rx € AU(BUCQ).
13 p. 14

Ainsi, Vz, (xE(AUB)UC@xEAU(BUC)).
Donc|[(AUB)UC =AU (BUCQC)|

¢ (3):
Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :

xEAUBé:?4 <x€AouxEB> <> (xEBouxGA) l<3:]>495€BUA.
3p. 3p.

Ainsi, Vz, (93EAUB(:):EEBUA>.D0nc]AUB:BUA\.

CQFD.
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Proposition 15 (Réunion d’un singleton)

Soit A un ensemble.

On a alors | J{A} = A.

@mmm
| Ona| J{A}=U{4A;A} =AUA s A.
p-
CQFD.
Remarque :

L’union peut €tre aussi vu comme une "opération” sur les parties d’un ensemble. Nous donnerons plus tard

un sens rigoureux a cela.

Proposition 16

Soient A et B deux ensembles. On a alors :

(1) ACAUBetBC AUB.

A et B sont des parties de leur union.

(2) Soient A" et B’ des ensembles.
SiACAetBC B,alors AUB C A'UB'.

On dit que I'union est compatible avec I’inclusion.

(3) Pour tout ensemble C,si A C C'et BC C,alorsona AUB C C.
On dit que 1’union est le minimum pour I’inclusion parmi les ensembles qui contiennent a la fois A
et B.

(4)Si AC B,alors AUB = B.

On dit que B est absorbant pour 1’union avec ses parties.
(5) ACB <— AUB=8B.

(6) AUD = A.

On dit que I’ensemble vide est neutre pour I’union.
\ J/
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¢ (1):

Soit 2z un ensemble. Siz € A, alorsz € Aoux € B,doncx € AU B.

Ainsi, Vz, (a: cA=zec AU B). Donc .

En échangeant le role de A et de B, on obtient B C BUA, et donc par commutativit¢ ona| B C AU B |.

¢ (2):

Soient A’ et B’ deux ensembles tels que A C A’ et B C B'.

Soit z un ensemble. Supposons que x € AU B.Doncx € Aouzx € B.
Donc par hypothese, r € A’ oux € B'.Doncx € A'U B'.

Ainsi, Yz, (a: ceAUB=u= 6A'UB’>.D0nc’AUB CAUB |

¢ (3):
Soit C' un ensemble. Supposons que A C C'et B C C.
En appliquant (2) a A’ = C = B’,onobtient AUB C CUC.

Or, I’'idempotence de I’union nous dit que C'U C' = C'. Donc .

¢ (4):

Supposons que A C B. Par réflexivité, ona B C B.
En appliquant (3) a C = B, on obtient AU B C B.
De plus, d’aprés (1),ona B C AU B.

Donc par double inclusion, on a .

¢ (5):

Le sens = c’est (4).

Montrons <= : supposons que AU B = B.

D’apres (1),ona A C AU B, donc A C B.

Par double implication, on obtient ’ ACB < AUB=B|

¢ (6):
D’apres la proposition 7 page 8, ona () C A.
Donc d’apres (4),ona() U A = A.

Donc par commutativité de I’'union, ona| AU = A |.

CQFD.
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Définition 8 (Recouvrement)

Soient A, B et C trois ensembles.

On dit que A et B recouvrent C'si et seulementsi C' C AU B.

2.2 Intersection

Proposition 17

Soit £ un ensemble non vide. Soient A; et A, deux éléments de F.

Alors{xeAl VBGE,xEB}:{x€A2 VBGE,xEB}.

@mmﬁ
Notons A; := {:c €A

VBeE,xeB} et Ay := {xeA2

VBEE,:CEB}.

Soit x € A;. Donc x € Ay etpourtout B € F,onaz € B.

En particulier, pour tout B € E,onax € B.

Donc comme A, € E,onax € A et toujours, pourtout B € E,onax € B.
Donc = € A,. Ainsi, Vz, <x ceA =€ A2>. Donc A; C As.

Par symétrie des roles entre A; et A5, on obtient de méme A; C As,.

Et donc par double inclusion, A; = A,.
CQFD.
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Définition 9 (Intersection d’un ensemble)

Soit £ un ensemble non vide. Soit A € F.

La proposition précédente précédente nous assure que le ensemble {x €A ‘ VBe E,z € B} ne

dépend pas du choix de A.
Nous I’appellerons intersection de £ et le noterons () E.

Autrement dit, Vz, (:v ENE&VBeE ze B)
— ~

Proposition 18 (Décroissance de lI'intersection)

Soient E et F' deux ensembles.

SiEC F,alors(VEDNF.

On dit que 'intersection est décroissante pour 1’inclusion.

— ——

7 Dlrnonstvatiion
Supposons que £ C F.
Soit x un ensemble.
Supposons que = € [ F.
Donc VB € F,x € B.
Soit A € E.
Or, £ CF.
Donc A € F.
Donc z € A.
Donc VA € E,z € A.
Donc z € [ E.
Doncsiz € (| F,alorsz € () E.
Donc Vz, <x eENF=zc¢c ﬂE)
Donc|(E DN F|
CQFD.
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Définition 10 (Intersection de deux ensembles)

Soient A et B deux ensembles.

On appelle intersection de A et de B I’ensemble (|{4; B}. On le note plutét A N B.

Ilustration :
Illustrons I’intersection par un diagramme de Venn.

Ici, on a colorié en rouge I’ensemble A N B.

El

i® Pour la petite histoire

John Venn (1834-1923) est un mathématicien et logicien britannique, renommé pour avoir congu les

diagrammes de Venn qu’il a présenté en 1881. En 1883, il est élu membre de la Royal Society.

Proposition 19

Soient A et B deux ensemble.

Pour tout ensemble z,onax € AN Bsietseulementsiz € Aetx € B.
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7 Dhornontsation
Soit x un ensemble. On a les équivalences suivantes :

r € ANB.
<~ z ({4, B}
<~ VC e {A;B},z e C.
< rx € Aetx € B.

Ainsi,z€¢ AN B & <x€AetmEB).
CQFD.

Remarque :
e Nous pouvons donc écrire AN B = {zr € A|x € B}.
e Ce parallele entre I’intersection et la conjonction va permettre "d’importer” les propriétés de la conjonction

sur I’intersection, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 20

Soient A, B et C' trois ensembles. On a les propriétés suivantes :

(1) L’intersection est idempotente : AN A = A.
(2) L’intersection est associative : (AN B)NC =AN(BNC).
(3) L’intersection est commutative : AN B = BN A.

¢ (1):
Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :

xeAmAlf):;O (xeAetxeA) — g c A.
p-

Ainsi, Vi, (a: cANAszxce A). Donc .

¢ (2):
Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
re(AnB)NC

<= <x€AﬂBet$eC>
19 p. 20

= ([:ceAet:ceB] etxeC>
19 p. 20
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— (xeAet [xGBethCD

< (xGAethBﬂC’)
19p. 20

<— ze€ ANn(BNCQC).
19 p. 20

Ainsi, Vz, (xE(AﬂB)ﬂC@xEAﬂ(BﬂC)).
Donc|(ANB)NC=ANn(BNC)|

¢ (3):
Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :

r€ANB <— <xeAetxeB) <= (xEBetx€A> <~ x € BN A.
19 p. 20 19 p. 20

Ainsi, Vz, (93EAﬂB(:)xeBﬂA).Donc]AﬂB:BﬂA\.

CQFD.

Remarque :
On peut ici aussi voir I’intersection comme une "opération"” sur les parties d’un ensemble. La encore, nous

préciserons le sens plus tard.

Proposition 21 (Intersection d’un singleton)

Soit A un ensemble.

On a alors ({4} = A.

@mﬂwm
N{A}=N{AA)=An4 = A
CQFD. :



2. OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 23

Proposition 22

Soient A et B deux ensembles. On a alors :

(1) ANBC Aet ANBC B.

L’intersection est une partie de ce qu’elle intersecte.

(2) Soient A" et B’ deux ensembles.
SiA CAetB C B,alors ANB C AN B.

On dit que I'intersection est compatible avec I’inclusion.

(3) Pour tout ensemble C, si C' C Aet C C B,alors C C AN B.

On dit que I’intersection est le maximum pour I’inclusion des parties de A et de B.

(4)Si AC B,alors AN B = A.

On dit que B est neutre pour I’intersection avec ses parties.
(5)ACB < ANB=A.

(6) AN =0.

On dit que I’ensemble vide est aborbant pour I’intersection.
\ J/

@mmn
¢ (1):
On avuque AN B = {x € A|z € B}. En particulier, A N B est donc une partie de A. Donc

[AnBEa]

De méme par commutativité, AN B=BNA={reB|zec A} CB.

¢ (2):

Soient A’ et B’ deux ensembles tels que A’ C Aet B’ C B.
Soit z un ensemble. Supposons que z € A’ N B’.

Donc d’apres la proposition 19 page 20,onax € A'etz € B'.
Donc par hypothese,onax € Aetx € B.

Donc toujours d’apres la proposition 19 page 20,onaxz € AN B.



24 CHAPITRE 1. THEORIE DES ENSEMBLES

Ainsi, Vz, (:EEA/HB':>27€AOB>.
Donc‘A’ﬂB’gAﬂB.

¢ (3):
Soit C'un ensemble tel que C' C Aet C C B.
En appliquant (2) a A’ = C = B/, onobtient CNC C AN B.

Donc par idempotence de I’intersection, on obtient|C' C AN B|.

¢ (4):

Supposons que A C B.

Par réflexivité de I’inclusion, on a aussi A C A.
Donc d’apres (3),ona A C AN B.

De plus, d’apres (1),ona AN B C A.

Donc par double inclusion, on a .

¢ (5):

Le sens = c’est (4).

Montrons <= : supposons que AN B = A.

D’apres (1),ona AN B C Bdonc A C B.

Par double inclusion, on obtient donc ‘ ACB < ANB=A|

¢ (6):
D’apres la proposition 7 page 8, ona AN ® D (.
Or, d’apres (1), ona ANQ C 0.

Donc par double inclusion .

CQFD.

Définition 11 (Ensembles disjoints)

Soient A et B deux ensembles.

On dit que A et B sont disjoints si et seulement si AN B = ().

Exemple :

D’apres la proposition 22 page 23, I’ensemble vide est disjoint de tout ensemble.
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Proposition 23 (Lien entre union et intersection)

Soient A, B et C' trois ensembles.
(1) AnNBC AUB

(2) Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)

On dit que I’union est distributive sur I’intersection.

(3) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

On dit que I'intersection est distributive sur 1’union.

¢ (1):
La proposition 22 page 23 nous dit que AN B C A, et la proposition 16 page 16 nous ditque A C AUB.

Donc par transitivité de 1’inclusion, on obtient| AN B C AU B |

¢ (2):
Soit x un ensemble. On a les équivalences suivantes :
re AU(BNCO)

< (xEAouxEBﬂC)
13p. 14

(a:eru [xEBetxeC])

<
19 p. 20

— ([meruxEB] et [xEAouxEC])
= (q:EAUBethAUC)

13p. 14
<— z€(AUB)N(AUC).
Ainsi, Vz, (xeAU(BﬂC)@»:ce(AUB)ﬂ(AUO)).

Donc|AU(BNC)=(AUB)N(AUC)|

¢ (3):
Soit z un ensemble. On a les équivalences suivantes :
re AN(BUC)

< (:ceAetxeBUC)
19 p. 20

— (xeAet [mEBouxEC])

13p. 14

—= ([xEAethB} ou [xEAethCD
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<= (xeAﬂBouxeAﬂC)
19 p. 20

<~ z€(ANB)U(ANCQC).
Ainsi, Vz, (xeAm(Bu(J)@xe(AmB)u(AmC)).

Donc|AN(BUC)=(ANB)UANC)|

CQFD.

Définition 12 (Partitionnement)

Soient A, B et C trois ensembles.

On dit que A et B partitionnent C' si et seulement si :
(1) Aet B sont des parties de C'.

(2) Aet Brecouvrent C, c’est-a-dire AU B = C.

(3) A et B sont disjoints, c’est-a-dire AN B = ().

— —

2.3 Différence

Définition 13 (Différence entre deux ensembles)
Soient A et B deux ensembles.

On appelle différence de A par B ’ensemble {m €A ‘ ¢ B }
On le note A — B ou encore A\ B. On dit aussi « A privé de B ».

— —

Illustration :
Ilustrons la différence ensembliste par un diagramme de Venn.

Ici, on a colorié en rouge I’ensemble A — B.

El
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Proposition 24

Soient A et B deux ensembles. On a alors :

(H)A—A=10

(2)A-0=A

(3) (A— B)N B = donc A — B et B sont disjoints.

(4) (A—B)UB =AU Bdonc A — Bet Brecouvrent AU B.

(5) A — B et B partionnent A U B.

(6) A—(A—B)=ANB

(7) Pour tout ensemble z,onax ¢ A — B < (m €EA=z € B).

8)A-B=0 < ACB

\ J

@mm

¢ (1):

D’apres le principe de non contradiction, on a Vo, —(x € Aetz ¢ A).
DonconaVz,~(z € {zr € A|x ¢ A}).

Donc onaVz,—~(z € A— A).

DonconaVz,z ¢ A— A.

Donc d’apres la proposition 7 page 8, on a .

¢ (2):
On sait que Vz, x ¢ 0.
Donc Vz, <x€A = [xeAetx¢®]>.

Or, par définition Vi, ([x €Aetx ¢ @] — re€A- Q)).

Donc par transitivité de 1’équivalence, on a Vz, (m €A <= zrecA- @).

Donc par définition, .

¢ (3):
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On sait par le principe de non-contradiction que Vz, — (a: € Betz ¢ )
En particulier, on a donc Vz, — (x € Aetx € Betx ¢ B).
Donc onan,—'<x € ANBetx ¢ B).

Donc onan,ﬁ<:z: € (AN B) —B).
DonconaVz,z ¢ (ANB)— B.
Donc d’apres la proposition 7 page 8,ona|(ANB) — B =10|

¢ (4):

Prouvons-le par double inclusion :

Par définition A — B est une partie de A donc A — B C A.
Par réflexivité de I'inclusion, on a B C B.

Donc par comptatibilité de I’'union avec I’inclusion, ona (A — B)UB C AU B.

Soit x un ensemble.
Supposons que r € AU B.Doncz € Aoux € B.
— siz € B,comme BC (A—B)UB,onaz € (A—B)UB
— six ¢ B, alors par hypothése x € A donc en particulier x € Aetx ¢ Bdoncx € A — B.Or
A-—BC(A-B)UBdoncz € (A— B)UB.

Dans tous les cas, € (A — B) U B.
Dmﬂm«xeAUBzéxGMeiﬂuB>
Donc AUB C (A— B)UB.

Finalement,

(A-B)UB=AUB|

¢ (5):

On sait déja d’apres (3) et (4) que B et A — B sont disjoints et recouvrent A U B.

Il reste a montrer que ce sont bien des parties de A U B. B est bien une partie de A U B d’apres la
proposition 16 page 16 .

A— B CACAUBdonc A — B estaussi une partie de A U B.

B et A — B partionnent bien AU B |.

Ainsi,

¢ (6):

Soit x un ensemble. On a les équivalences suivantes :
reA—(A-B)

< rcAetz ¢ A—B

< recAet-(r € A—-B)
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< re€Aet-(r € Aetx ¢ B)

< zrxc€Aet(r ¢ Aouzx € B)

< (r€Aetx ¢ A)ou(x € Aetz € B)
< r€AetxeB

< x€ANB

Dochx,(a:EA—(A—B) — xGAﬂB).
Donc|A—(A—B)=ANDB|

¢ (7):

Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
r¢ A—B

-(x € A— B)

—(re€Aetx ¢ B)

—(z € A)ou—(z ¢ B)

~(r€A)ouzxreB

rerue

r€A=x€B.

Donc par transitivité de I’équivalence, on adonc |z ¢ A — B <= (x cA=zxc¢c B) )

¢ (8):
On a les équivalences suivantes :
A-—B=10
<7T8> Ve,x ¢ A— B
< Vz,~(x € A— B)
? Vo, (r € A= x € B)
< ACB.
Donc par transitivité de 1’équivalence, onadonc|A — B =() <= A C B)|.

CQFD.

Proposition 25 (Lois de De Morgan - Différence)

Soient A, B et C trois ensembles. On a alors :

(1)A— (BUC)=(A—B)n(A-C)

2)A—(BNC)=(A—B)U(A-C)

\_ /

Illustration :
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[lustrons cette proposition a I’aide de diagrammes de Venn.

¢ Commengons par (1).

Dans chacun des dessins ci-dessous, on a colorié€ en rouge 1’ensemble qui nous intéresse.

— dans le premier dessin, B U C est en (bleu+cyan) et donc la partie que 1’on retire a A est en bleu, donc

on obtient bien la partie en rouge

— dans le deuxieme dessin, A— B est en (rouge+bleu) et A—C' est en (rouge+vert). On prend I’intersection

de ces deux, qui est bien la patie en rouge

On voit donc bien que les parties en rouges sont les mémes.

¢ Continuons avec (2).

— dans le premier dessin, on a retiré a A I’ensemble B N C' qui est en (bleu+cyan), donc on a retiré la

partie en bleu et donc ce que I’on obtient est la partie en rouge.

— dans le deuxieme dessin, on unie la partie (rouge+vert) a la partie (rouge+bleu) et cet union est

I’ensemble qui nous intéresse (vert+rouge+bleu).

On voit donc bien que les parties qui nous intéressent sont les mémes.
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Passons maintenant a la démonstration.

@W&W

(1)

Soit z un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
reA—(BUCQ)
r€Aetx ¢ BUC

reAet-(xe BUC)
re€Aet—(r € Boux e )
r€Aet(x ¢ Betx ¢ C)
(reAetx e A)et(x ¢ Betx ¢ C)
(reAetx ¢ B)et(x € Aetx ¢ ()
reA—Betx e A-C
re(A-B)N(A-C0C)

A 4
—_

reroerny

Donc|A—(BUC)=(A-B)Nn(A-C)|

¢ (2):

Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
reA—(BNQC)

< xe€Aetz ¢ BNC

< reAet-(x e BNCO)

< rzcAet—(zre€ Betz e ()

Donc Vz, (xEA—(BUC) = xE(A—B)ﬂ(A—C)).

31
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< zrc€Aet(x¢ Boux ¢ ()
< (r€Aetz ¢ B)ou(zedetx ¢ ()

< r€A—-—BouxecA-C

<~ re€(A-B)U(A-0C).

Doch:z:,(xeA—(BﬂC’) = :cE(A—B)U(A—C)).
Donc|A— (BNC)=(A—-B)U(A-C)|

CQFD.

i® Pour la petite histoire

Auguste De Morgan (1806 - 1871) est un mathématicien et logicien britannique, né en Inde. Il est le

fondateur avec Boole de la logique moderne ; il a notamment formulé les lois de De Morgan.

Proposition 26

Soient A, B et C trois ensembles. On a alors :
(1) A—-B=A—-(ANB)

2)(ANB)—C=AN(B-0C)=(A-C)n(B-0C)

(3) (AUB) -~ C=(A—C)U(B - C)

\ J/

Ilustration :
(1) étant évident visuellement, illustrons (2) et (3) a I’aide de diagrammes de Venn.

¢ Commengons avec (2) : on a colorié en rouge I’ensemble en question, et on peut donc voir qu’ils sont

égaux.
— Dans le premier diagramme, 1’ensemble (rouge+bleu) représente A N B.

— Dans le deuxieme diagramme, I’ensemble (rouge+bleu) représente B — C.
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— Enfin, dans le dernier diagramme, I’ensemble (rouge+bleu) représente A—C' et ’ensemble (rouge+vert)

représente B — C.

(AnB)-C
4 Continuons avec (3) :

— dans le premier dessin, C est en (bleu+cyan) et A U B est en (rouge+bleu). On a donc retiré la partie

en commun bleu de A U B, et donc la partie qui nous intéresse est la partie rouge.

— dans le deuxieme dessin, A — C' est en (rouge+vert) et B — C' est en (bleu+vert). On prend la réunion

de ces parties et donc I’ensemble qui nous intéresse est (bleu+vert+rouge).

On voit donc bien que les parties qui nous intéressent sont les mémes.

(AUB) - C (A—C)U(B—-0)

Passons donc a la démonstration de la proposition.
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@mmn

¢ (1):

A—-(ANDB) 25 (A—A)U(A - B) 24§27®U (A—B) o6

¢ (2):

Commengons par prouver que (AN B) —C = AN (B —-0).

Soit z un ensemble, on a les équivalences suivantes :
re(ANB)-C

< r€ANBetx ¢ C

< (reAetzecB)etx ¢ C

< rze€Aet(zv€Betx ¢ ()

< rxecAetx e B-C

<— rze€AN(B-C)

Dochx,(xE(AﬂB)—C = xeAﬂ(B—C)).

Donc|(ANB)—C=AN(B-C)|

Prouvons a présent que AN (B —-C)=(A-C)N(B-0C).
Soit x un ensemble, on a alors les équivalences suivantes :
reAN(B-C)

reAetxe B-C

r€Aet(z € Betx ¢ C)

r€Aetx € Betx ¢ C
r€Aetx € Bet(x ¢ Cetx ¢ C)
(xeAetx ¢ C)et(x e Betx ¢ C)
reA—-Cetxe B-C

re(A-C)Nn(B—-C)

Dochx,(xeAﬂ(B—C) = :cE(A—C)ﬂ(B—O)).
Doncl AN(B—-C)=(A-C)n(B-C)|

(1 A

L 4
w

(3):
Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
re(AUB)-C

r€ AUBetx ¢ C

(r€e Aouz e B)etx ¢ C
(xeAetez ¢ C)ou(x € Betx ¢ C)
reA—Couxe B-C

ree

A-B
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<— r€(A-C)U(B-0C)
Dochx,(a:E(AUB)—C = a:e(A—C’)U(B—C))
Donc|(AUB)—C=(A-C)U(B-C)|

CQFD.

2.4 Complémentaire

Définition 14 (Complémentaire d’un ensemble)

Soit £/ un ensemble. Soit /' une partie de E.

On appelle complémentaire de F’ dans £ I’ensemble £ — F.

On le note parfois 0z F ou encore F'C ou bien F s’il n’y a pas de confusion.

Comme le complémentaire est un cas particulier de la différence, beaucoup des propriétés de la différence

sont conservées, la plupart étant méme simplifiées.

Proposition 27

Soit £ un ensemble. Soit ' une partie de £. On a alors :

(1)CgE =10
(2)Cp0 =E
(3) FNCgF =10

Une partie et son complémentaire sont disjoints.

(4) FUCRF = E

Une partie et son complémentaire recouvrent F.
(5) F et CpF partitionnent E.

(6) Cp (CpF) = F.

On dit que le complémentaire est involutif.
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@mmn

On utilise donc fortement ici la proposition 24 page 27.

¢ (H):CekE=E-E=0

¢ 2):Ce0=FE-0=F

¢ 3):FNCegF=FN(E-F)=10

¢ 4):FUlgF=FU(E-F)=FUE=F

¢ (5): FetCxF étant des parties de F, on a le résultat en utilisant (3) et (4).

¢ 6):CoCpF)=E—(E-F)=ENF=F

CQFD.

Proposition 28 (Différence et complémentaire)

(1) Soit £ un ensemble. Soient F et G des parties de E.
Alors G — F = GNCgF.

(2) Soit £ un ensemble. Soient F et G des parties de E.
Alors G — I = (CEF) - (EEG)

(3) Soient A et B deux ensembles.
Alors A— B = ANC4upB.

cf Dhononotratiin

¢ )GNCegF=GN(E~-F) = (GNE)-F = G-F

26 p. 32 22p.23

¢ (2)G-F=GnCpF = Cp(CsG)NCsF =CpF Ny (Cx0)
(1) 27p.35
= (CxF) - (CxG)

27p.35

4 (3) C’est tout simplement (1) en utilisant £ = AU B, F' = BetG = A.
CQFD.
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Proposition 29

Soit F un ensemble. Soient F' et G deux parties de F.
Si F C G,alors CxF D CrG.

On dit que le passage au complémentaire est décroissant pour 1’inclusion.

7 Dhrnonstration

Supposons que F' C G.

Donc Vz, (x € F = z € G).

Donc par contraposition, Vz, (v ¢ G = x ¢ F).

Ainsi, soit = un ensemble.
Siz € 0pG,alorsz € Eetx ¢ G.
Donc vu 'implication, x € Fetx ¢ F.

Donc z € CxF.

Ainsi, Vzx, (SL‘ elpgG=zc€ EEF>.

Donc BEF 2 EEG .
CQFD.

Proposition 30 (Lois de De Morgan - Complémentaire)

Soit F un ensemble. Soient A et B des parties de E. On a alors :
(1) Cg(Au B) =Cg(4)NCr(B)

(2) Cx(AN B) = Cx(A) UCR(B)

Q@m%@ém
¢ )Cp(AUB)=E - (AuUB) . (E—A)N(E - B)=0p(A)NCg(B)
¢ Cu(ANB)=E~(ANB) = (E-A)U(E-B)=Cp(4)UCx(B)

CQFD.
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2.5 Différence symétrique

Définition 15 (Différence symétrique)

Soient A et B deux ensembles.

On appelle différence symétrique de A et B I’ensemble (AU B) — (AN B).

On le note généralement AAB.

— —

Ilustration :
lustrons la différence symétrique de A et de B par un diagramme de Venn.

Ici, on a colorié en rouge I’ensemble AAB.

Remarque :

On voit en fait que pour tout ensemble z,

onar € AAB < (r€ Aouzr € B)et—(r € Aetz € B) < x € Axorz € B.

Donc comme pour I’union avec la disjonction, pour I’intersection et la conjonction, nous pouvons remarquer

que la différence symétrique et la disjonction exclusive sont liées.
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Proposition 31

Soient A, B et C' trois ensembles. On a alors

(1) (AAB)AC = AA(BAQ).

On dit que la différence symétrique est associative.

(2) AAB = BAA.

On dit que la différence symétrique est commutative.

(3) AAD = A.

On dit que I’ensemble vide est le neutre de la différence symétrique.

(4) AAA = 0.

On dit que tout ensemble est son propre symétrique.
(5) Réciproquement, si AAB = (), alors A = B.

(6) Si AAC' = BAC, alors A = B.

On dit que la différence symétrique est réguliere.
\ J

Q@mmn
¢ (1):

Soit x un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
xr € (AAB)AC

x € AABxorz € C

(x € Axorx € B)xorz € C

xr € Axor (x € Bxor z € C)

x € Axorz € BAC

r € AA(BAC).

Ainsi, Vz, (x € (AAB)AC <= =z € AA(BAC)).
Donc | (AAB)AC = AA(BAC) |.

rerue

¢ (2):
AAB=(AUB)—(ANB)=(BNA)—(ANnB)=(BNA)—(BnA)=BAA.
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¢ (3):

AAD = (AUD)— (AND) = A—(AND) = A—-0 =

16 p. 16 22p.23 24p.27
¢ (4):
AAA = (AUA)—(ANA) = A—(ANA) = A—A = 0
16 p. 16 22p.23 24p.27
¢ (5):

Supposons que AAB = (). Donc (AU B) — (AN B) = (. Donc d’apreés la proposition 24 page 27, on

aAUBCANB.OnadoncB C AUBCANB C Adonc par transitivité de 1’inclusion,
16 p. 16 22p.23

B C A. On prouve de méme que A C B, et donc .

¢ (6):
Supposons que AAC' = BAC. On a donc :
A 5 AAD m AA(CACQ) 0 (AAC)AC = (BAC)AC n BA(CAC) = BA) = B.

(4) (3)
Donc par transitivité de 1’égalité, on a .

CQFD.

Proposition 32 (Différence symétrique, réunion et intersection)

Soient A, B et C' trois ensembles. On a alors :

(1) AN (BAC) = (AN B)A(ANO).

On dit que I'intersection est distributive sur la différence symétrique.

(2) AAB = (A— B) U (B — A)

Q@mmmm

¢ (1):

Soit « un ensemble. On a alors les équivalences suivantes :
r € AN (BAC)

x € Aetx € BAC

reAet(z e Bxorx € ()

(x € Aetx € B)xor (x € Aetx € C)

re ANBxorx e ANC

re(ANB)A(ANC).

(!
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Mmpw(xeAmQMC)¢¢1E(AmmAmmow
Donc| AN (BAC) = (ANB)A(ANC)|

¢ (2):
AAB = (AUB) — (AAB)

— (AUB)-4|u[(AuB) - B]

— (A=A u(B-A)|u|(A-B)u(B-B)
o [pu@E-a|uja-puE-B)

W (B4 (A= B)U(B - B)]

= (B=AU[(4=B)ul]

=, (B-AUA-B)

Donc par transitivité de I’égalité, ona| AAB = (B— A)U(A— B)|

CQFD.

Proposition 33 (Différence symétrique et complémentaire)

Soit E un ensemble. Soient A et B des parties de £. On a alors :
(1) AAB = (AnCgB) U(BNCgA).
(2) AAE =(gA

(3) AA (CgA) =E

(4) Cx(AAB) = (CpA) AB = AA (CB)

Q@mmn
¢ (1):
AAB = (A=B)U(B-4) = (ANCB)U(B-4) = (ANCzB)U(BNCgA)

2p. 40 28p.3 8p.3
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¢ (2):
AAE = (AUE) - (ANE) = E—(ANE) = E-A= CrA
p. p. 22
¢ (3):
AA (CpA) = (AUCgA) — (ANCpA) T E— (ANnCgA) e E—{ T
¢ (4):

Commengons par prouver que Cp(AAB) = (CgA) AB.

Co(AAB)|= (AAB)AE = FEA(AAB) = (EAA)AB = (AAE)AB =|(CpA)AB
(2) 31p.39 31p.39 31p.39 (2)

— (AAE)AB = (EAA)AB = FEA(AAB) = (AAB)AE = AA(BAE)
31p.39 31p.39 31p.39 31p.39
_[an (CzB)|

—
~

—
~

Finalement, |Cz(AAB) = (CEA) AB = AA (BEB) )

CQFD.

Remarque :
Les différentes propriétés de I’union, de I’intersection, de la différence, du complémentaire et de la différence

symétrique seront redémontrées dans le cadre des fonctions indicatrices, en prenant bien garde a ne pas

utiliser ce qui est a redémontrer !
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1 Couples et produit cartésien

1.1 Couples

Définition 16 (Couple)

Soient x et y deux ensembles.

On appelle couple de premiére composante z et de deuxieéme composante y I’ensemble {{m}, {z;y} }

On le note plutot (z;y).

\_ v

i® Pour la petite histoire

e Kazimierz Kuratowski (1896-1980) est un mathématicien polonais.

e Les recherches de Kuratowski portaient principalement sur la topologie abstraite et les structures
d’espace métrique. Avec Alfred Tarski et Waclaw Sierpinski, il a développé la théorie des espaces

polonais (nommés ainsi en hommage au groupe de mathématiciens polonais a 1’origine de cette théorie).

e C’est a lui que I’on doit cette définition des couples.

Proposition 34 (Couples et égalité)

Soient z, y, a et b quatre ensembles. On a I’équivalence suivante :

(z;9) = (a;b) <= (z=aety=10)

7 Dhrnonstration
Supposons donc que (x;y) = (a;b).

4 Commencgons par remarquer que pour c et d deux ensembles,

onal(ed) =U{{chi{ed}} = {chU et = {ed}.
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En particulier, on a {z;y} = J(z; y) = U(a;b) = {a; b}.
Deux cas se présentent a nous :

¢ Premiercas : x = y.

Dans ce cas {z;y} = {z}, donc {a;b} = {z} donca € {z}eth € {r} etdonca =z =b.

Ainsi,x:y:a:b,etdonc‘x:aety:b‘.

¢ Deuxieme cas : x # y.
Si jamais on avait a = b, alors d’apres le premier cas, en échangeant le role de = et a et celui de y et b,

on aurait x = y. Donc par I’absurde, on a bien aussi a # b.

Remarquons que 1’on a {{x}} = {{a:}, {x,y}} — {{x,y}} = (7;y) — {{x,y}}
= (@) = {{z:}} = (@:b) = {{aib}} = {{ahi{a} | = {{asv}} = {{a} }-
On a donc {{x}} = {{a}} donc {z} = {a} donc z = a.

On en déduit que 'on a {y} = {z;y} — {z} = {z;y} — {a} = {a; b} — {a} = {b}
donc {y} = {b} donc y = b. Ainsi,

x:aety:b‘.

Supposons que 'on ait x = a ety = b.
Alors (z;y) = {{x}; {x;y}} = {{a}; {a;y}} = {{a}; {a; b}} = (a;b).

Donc | (z;y) = (a;b) |-

CQFD.

Remarque :
Remarquons pour la suite que pour x et y deux ensembles, {z} et {z;y} sont des éléments de P({z} U {y})
donc (z;y) = {{x}, {z; y}} est une partie de P({z} U {y}), c’est-a-dire un élément de P <79({x} U {y}))
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1.2 Produit cartésien

Définition 17 (Produit cartésien)

Soient A et B deux ensembles.

e On appelle produit cartésien de A par B le ensemble
{cep(Paum) ’ Ja€ A3 € B,C=(ab)}.
On le note plutdt A x B.

e L'ensemble A x A sera plutdt noté A2

Proposition 35

Soient A et B deux ensembles.

(1)SiA=0ouB =0,alors A x B =1{.
(2)Si A#Det B+, alors A x B # ().

\ J/

@mm

¢ (1):

Supposons que A = () ou que B = ().

Alors pour tout C' € (P(A U B)), ona—(da € A,3b € B,(a;b) € C) donc C ¢ A x B. Donc
A x B =1.

¢ (2):
SiA# (et B+#0,alorsilexistea € Aetb € B.Donc (a;b) € A x B.Donc A x B # ().
CQFD.

Proposition 36

Soient E, E’', F et I’ quatre ensembles.

SiE'CEetF' CF,alors B/ x F" CE x F.

On dit que le produit cartésien est compatible avec I’inclusion.
\ J
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Supposons que £’ C E et F' C F. Soit z un ensemble.

Size E' x F',alorsil existe v € E' ety € F' tels que z = (x;y). Or par hypothese, on a ' C E' et
F' CFdoncx € Fety € Fetdonc z = (z;y) € E x F.

Ainsi, Vz, (z EEXF =z2eFEx F)

Donc|E' x F' C E x F|,

CQFD.

2 Graphes

2.1 Diagonales

Définition 18 (Diagonales d’un produit cartésien)

Soit £ un ensemble.

On appelle diagonale de E? le ensemble {(e;¢') € E* | e = ¢'}.

On le note parfois Ag.

— —

2.2 Graphes

Définition 19 (Graphe)

Soient E et F' deux ensembles.

On appelle graphe de £ dans I’ toute partie de &2 x F'.
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Proposition 37

Soient E et F' deux ensembles.
(1) La diagonale de E? est un graphe de F dans E.
(2) Si T est un graphe de F dans F, alors toute partie IV C I" est aussi un graphe de £ dans F'.

(3) Si E’ est une partie de F, et I est une partie de F', alors tout graphe de £’ dans F” est un graphe
de F dans F'.

(4) SiT et I sont des graphes de F dans F', alors I' UT" et I' N I sont des graphes de £ dans F'.

Q@mmn
¢ (1):

C’est immédiat puisque la diagonale de E? est par définition une partie de £ x E.

¢ (2):
Onadonc IV C ' C F x F donc par transitivité de I’inclusion,ona I" C E' x F,
donc I est une partie de £ x F, donc I est un graphe de E dans F.

¢ (3):

Soient F’ et F’ deux ensembles. Supposons que £ C Fet F' C F.
Soit I un graphe de E' dans F'.OnadoncI' C E' x F".

Or, d’apres la proposition 36 page 46,ona E' x F' C E x F.
Donc par transitivité de I’inclusion,ona I' C E' x F'.

Donc I est un graphe de E dans F'.

¢ (4):

Soient I' et I des graphes de F dans F'. Alorsonal' C F x Fetl" C E x F.

Donc d’apres la proposition 16 page 16,ona ' UI” C E x F donc I' UI” est un graphe de F dans F.
De méme,ona'NIY C ' C F x F donc par transitivité de I’inclusion,ona I' N[V C E x F donc
['N I estun graphe de F dans F.
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Proposition 38

\

() Alors{z € E|Jy € F,(z;y) e} ={x € F |y e F (z;y) e T}

(2)Alors{y € F |z € E,(z;y) e} ={ye F'|x € £/, (x;y) € '}

Soient E, E', F' et I’ quatre ensembles. Soit I" un graphe de F dans F.

Supposons que I est aussi un graphe de £’ dans F”.

W Dheononotratiin

Comme I" est un graphe de £ dans F et un graphe de £’ dans F',onal' C E x FetI’ C E' x F'.

¢ (1):

Notons D p:={zx € E|Jy € F,(z;y) €eT}et Dp.p:={x € E' | Iy € I, (z;y) € '}
Soit x un ensemble.

Supposons que © € Dpg.r. Alors il existe y € F tel que (x;y) € I'.

Or,onaditque I' C ' x F' donc (x;y) € E' x F'doncx € E'ety € F'.

Ainsi,onaz € E' etil existe y € " tel que (z;y) € I'. Donc & € Dgr pr.

Ainsi, Vz, (:1; € Dpp=u1€ DE/;F/). Done Dy C Diropor.

On montre en échangeant le réle de £ et £/, et le rdle de F' et F', que Dg.p O D .

Ainsi, par double inclusion, on a| Dg.p = Dpr.pr|.

¢ (2):

Notons Ipp:={y € F |z € E,(x;y) €'} et lpp ={yc F'|Ix € £ (x;y) € T'}.
Soit 4 un ensemble.

Supposons que y € [p.p. Alors il existe € E tel que (z;y) € I

Or,onaditque ' C £’ x F' donc (z;y) € E' X F'doncx € E' ety € F'.

Ainsi,onay € F'etil existe x € " tel que (z;y) € . Donc y € I p.

Ainsi, Yy, (y €clpr=yc IE/;F/). Donc Ig.p C I . pr.

On montre en échangeant le role de £ et £/, etle role de F et F', que Ip.p O I p.

Ainsi, par double inclusion, on a| Ip.p = Ip/.pr |

CQFD.
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Définition 20 (Domaine et image d’un graphe)

Soient £ et F' deux ensembles. Soit [' un graphe de £ dans F'.

La proposition précédente nous assure que les ensembles suivantes ne dépendent ni de £/, ni de F'.

(1) On appelle domaine de T la partie de E définie par {x € E'| Iy € F, (z;y) € T'}.
On le note dom(T").

(2) On appelle image de T la partie de F' définie par {y € F' |3z € E, (x;y) € T'}.
On le note im(T").

Proposition 39 (Unicité du graphe du vide)

Soient £ et F' deux ensembles. Soit I' un graphe de £ dans F'.

SiE=0ouF =0,alors ' = 0.

En particulier, tous les graphes du vide dans lui-méme sont égaux.

Supposons que £ = () ou F = ().
I" est un graphe de F dans F'doncI' C F X F' 5o () donc T = () d’apres la prop. 7 p. 8.
CQFD.

2.3 Composition de graphes

Proposition 40

Soient E, E', I, I, G et &’ six ensembles.
Soient I'; un graphe de £ dans F' et I'; un graphe de £ dans G.

Supposons que I'; est aussi un graphe de E’ dans F” et que I'; est aussi un graphe de F” dans G'.

Posons C' :={(z;2) €e Ex G |Jy € F, (z;y) € Ty et (y;2) € [y}
etposons C' := {(z;2) € E' x G’ | Jy € F', (z;y) € [y et (y; 2) € Ty}

Onaalors C = C".

\ J/
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Comme I'; est a la fois un graphe de F dans F' et un graphe de £’ dans F”,

onal'y CEx Fetl'y) CE' x F'.

De méme, comme I'; est a la fois un graphe de F' dans G et un graphe de F” dans G’,
onaly, CFxGetl'y CF' xG.

Soit ¢ un ensemble. Supposons que ¢ € C.

Ilexistedonc x € F,y € Fetz € Gtelsquec= (x;2)et (z;y) € 'y et (y;2) € Ia.
Or,I') CE' x F'etl'y C F' x G'donc (x;y) € E' x Flet(y;2) € F' x G'.
Doncz € E',ye F'etz e G

Onadoncc= (z;2) € ' x G'etJy € F', (z;y) € Ty et (y;2) € I'e. Donc ¢ € C".
Ainsi, Ve, <c ceC=ce C”).

Donc C C (.

Par un raisonnement identique, on montre que C' O C".

Donc par double inclusion, on a .

CQFD.

Définition 21 (Composition de deux graphes)

Soient E, F' et GG trois ensembles.
Soit I' un graphe de E dans F', et [" un graphe de F' dans G.

La proposition précédente nous assure que le ensemble suivant ne dépend pas ni de £, ni de F', nide G.
e On appelle composé de I’ par [' le graphe de F dans G défini par
{(z;2) e ExG |3y € F,(z;y) eTet(y;2) e I}

On le note plutét IV o T

e Dans le cas out £ = F' = G, on note I'? plutdt que I o T.

[\ Attention !
On prendra garde a ne pas confondre I' x I" et I" o I, qui se notent tous les deux I'?.

En cas de doute, il sera précisé de quel ensemble on parle.
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Proposition 41 (Associativité de la composition)

Soient A,B,C' et D quatre ensembles.
Soient I'% un graphe de A dans B, I'G, un graphe de B dans C, et T'2 un graphe de C dans D.

Onaalors (5 0T%) o' =T5 0 (I'G o TE).

On dit que la composition de graphes est associative.

e Si A est vide ou si D est vide, alors A x D est vide, donc comme (I'2 o TS) o T et T2 o (I'G o T')

sont des parties de A x D, ils sont tous les deux vides et donc égaux.

e Supposons donc que A et D sont non vides.
D’apres la proposition 35 page 46, A x B # ().
Soitz € A x D.
Il existe donc a € Aetd € D tels que z = (a;d).

On a alors les équivalences suivantes :

se(TRoTg)ory

(a;d) € (TEoT§) o Tk

Jb € B, (a;b) e TR et (b;d) e T2 oT§

3b € B, (a;b) € T8 et <3c €O, (be) €T et (c;d) € FQ)
Jbe B,3ce C,(a;b) e TE et (b;c) e TG et (c;d) € TE
Jee C,3b e B,(a;b) e TE et (b;c) e TG et (c;d) € TS
HceCLGbeB(mmeﬂﬁeﬂh@eI@)dﬁmDng
Jee C,(a;c) eTG ol et (¢;d) e TE

(a;d) € TB o (T4 o 'E)

z€Tgo(Mgoly)

[0 A

Ainsi, z € (Fg o Fg) o Fﬁ — z € Fg o (Fg o Fﬁ).
Ceci étant vrai pour tout z dans A x D, on adonc bien (T2 oT%) o' =T8 0 (T4 o'E) |
CQFD.
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Proposition 42 (Absorbance du vide)

Soient E et F' deux ensembles. Soit [ un graphe de £ dans F'.
OnaalorsT o) =0 =0oT.

On dit que I’ensemble vide est absorbant pour la composition de graphes.
\_ J

¢ Commengons par montrer que I' o () = ().
Comme () est une partie de tout ensemble, ¢’est une partie de n’importe quel produit cartésien et donc

c’est un graphe de n’importe quel ensemble dans n’importe quel ensemble.
En particulier, () est un graphe de E dans F, et donc I" o () est bien défini en tant que graphe de E dans F'.

Si jamais £ = () ou F' = (), alors d’apres la proposition 35 page 46, ona E x F = () donc I" o () étant
une partiede £ x F,onal o) = (.

Supposons donc que F # () et F # (.

Donc d’apres la proposition 35 page 46, ona E/ x F' # ().

Soit donc u € E x F. Il existe donc x € E et z € F tels que u = (z; 2).

Si jamais on avait u € I'o(), alors (z; z) € I' o), donc il existeraity € E tel que (z;y) € Det (y;2) € T.
Or, (x;y) € () étant impossible, par contraposition on a (x;2) ¢ T"o () donc u ¢ T" o ().

Ceci étant vrai pour tout élément v de £/ X F', on a m.

4 On montre par un raisonnement similaire que .

CQFD.

Proposition 43 (Neutralité de la diagonale)

Soit £ un ensemble. Soit I' un graphe de F dans E.
Onaalors'o A =T = Agol.

On dit que la diagonale de E? est I’élément neutre de la composition

des graphes de E dans E.
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¢ Si E = (), alors E? = () d’apres la proposition 35 page 46.

Donc I"o Ag, I" et Ag o I' étant des parties de E?, elles sont toutes vides et sont donc égales.

e Supposons donc E # (). Donc E? # () d’apres la proposition 35 page 46.

¢ Commencons par montrer que ' o Ap =T.
Soit u € E?.
Il existe donc x et z dans F tels que u = (z; 2).

On a les équivalences suivantes :

uel oAg
< (z;2) €l oAg
<~ JyeFE (r;y) € Aget(y;z) €l
< dye FErx=yet(y;2) el
— (z;2) el
— uel

Ainsi, Yu € E?, (uEI‘oAE = uEF).
Donc|T'o A =T

¢ Montrons a présent que Apol' =T
Soitu € E2.
Il existe donc x et z dans E tels que u = (z; 2).
On a les équivalences suivantes :
ue Agol
(x;2) € AgoT
dye E,(x;y) elet(y;2) € Ag
JyeE (r;y)elety==2
(x;2) €T
uel
Ainsi, Yu € E2, <u €Apol «— ne P).

CQFD.

11ttt
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2.4 Graphe transposé

Proposition 44

Soient F, E', F et F' quatre ensembles. Soit I' un graphe de F dans F'.

Supposons que I" est aussi un graphe de £’ dans F”.

Alors {(y;2z) € F x E| (z;y) €T} = {(y;2) € F' x E' | (z;9) € I'}
— —

W Dhosrsonstratsion

Notons Tg.r :={(y;2) € F x E | (z;y) € '} et T := {(y;2) € F' x E' | (z;y) € T'}.

Raisonnons par double inclusion :

Soit z un ensemble.

Supposons que z € Tg,p.

Il existe donc y € Fetx € E tels que z = (y; x) et (z;y) € T

Or, par hypothése I" est un graphe de £’ dans F’, donc ' C E' x F".

Donc (z;y) € E' x F',doncx € E' ety € F',donc z = (y;x) € F' x E'.
Ainsi,ona z = (y;x), (y;2) € F' x E' et (z;y) € T.

Donc z € T pr.

Ainsi, Vz, (z €Tpr==z2¢ TE/;F/>.

Donc Tg.p C T pr.

Par un raisonnement identique, on montre que Tx.p 2 T pr.

Donc par double inclusion, on a | Tx.p = T .5 |
CQFD.

Définition 22 (Graphe transposé)

Soient £ et F' deux ensembles. Soit [' un graphe de £ dans F'.

e On appelle graphe transposé de I le graphe de F’ dans E défini par {(y;z) € F x E | (z;y) € T'}.
On le note plutot ‘T

e On dit aussi que c’est le graphe inverse, ou bien le graphe réciproque de I'.

— —




56 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES RELATIONS BINAIRES

Proposition 45

Soient F et I’ deux ensembles.

Si ’on consideére () en tant que graphe de F dans F, alors ‘() = .

e Si £ = () ou F = (), alors d’apres la proposition 35 page 46, on a F' x E = (). Or, par définition ()
est une partie de F' x E, donc ‘0 = () |.

e Si £ # (et F' # (), alors d’apres la proposition 35 page 46, F' x FE n’est pas vide.
Soitu € F' x E.
Il existe donc y € F etz € E tels que u = (y; x).
Onaalors (y;2) €' <= (z;y) € 0.
En particulier, on a donc (y; z) €0 = (x;y) € 0.
Donc par contraposition, on a (z;y) ¢ 0 = (y; ) ¢"0.
Donc par modus ponens, on a (y; ) ¢ 0.
Donc u ¢ ‘0.

Donc Vu € F x E,u ¢ 0.

On en déduit que ‘0 = (|

CQFD.

Proposition 46 (Involution du graphe transposé)

Soient £ et F' deux ensembles. Soit [ un graphe de £ dans F'.

Onaalors '('T") =T.

On dit que le fait de passer a la transposée d’un graphe est une involution.
\ J/

On sait que I" est un graphe de E dans F, donc ‘T est un graphe de F' dans E, donc *(‘T") est bien un
graphe de I dans F'.

eSiE=0ouF =(,alors E x F = () d’apres la proposition 35 page 46.
Or, I est un graphe de £ dans F'donc ' C E x F = ().
Donc ' = () d’apres la proposition 7 page 8.
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Donc ‘T" = () d’apres la proposition 45 page 56.
Donc *('T") = () = T toujours d’apres la méme proposition.

Donc |/(‘'T) =T'|.

eSi F #DetF #0,alors E x I # () d’apres la proposition 35 page 46.
Soitu € B x I
Il existe donc z € E ety € F tels que u = (z;y).
Onaalorsu € (') < (z;y) € (') < (y;2) €T < (z;y) € < wel.
Doncu € ‘('T") <= wueTl.
DoncVu € E x Fyu € '('T) < ueT.
On en déduit que |*('T") =T"|.
CQFD.

Proposition 47

Soient E et F' deux ensembles. Soit [ un graphe de £ dans F'.

On a alors :

@Wwﬂm@
¢ (1):
dom(I')={ye F|3x € E,(y;2) €T} ={ye F|Iz € E,(z;y) €T} =im(I)

¢ (2):
im(I={reF|JyeF (y;z)el}={x € E|JyeF, (r;y) €'} =dom(l)
CQFD.

Proposition 48

Soient E, F' et GG trois ensembles.
Soient I" un graphe de E dans F, et ¥ un graphe de /" dans G.

Alors (X o) = T o 'Y

\
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@mmn

e Si £ = (), alors E x F = () d’apres la prop. 35 p. 46.
Or, I est un graphe de £ dans F,doncI' C E x F = ().
Donc I'' = () d’apres la prop. 7 p. 8.

Donc!(Xol)=4Xol) =0 = 0.
42p.53  45p.56

Deméme, T'o Y= oty = Poty = 0.
45p. 56 42p.53

Ainsi, (S oT) = = T o 'S. Etdonc|{(S o) = o %]

e On montre avec une démonstration similaire que c’est vrai si G = ().

eSiE#(DetG # (), alors G x E # () d’apres la prop. 35 p. 46.
Soitu € G x E. Il existe donc z € G etz € Etels que u = (z;2).

On a alors les équivalences suivantes :

ue Y(Xol)

(z52) € ((ZoT)

(1) € ToT

Jy € F,(x;y) € Tet(y;2) € X
Jy e F,(y;x) € Tet(z;y) € 'S
Jy e F,(zy) € 'Tet (y;z) € 'T
(z;x2) € T o 'X

u€ oty

rereeny

Doncu € (X oT') <= ue€ To '3

Ceci étant vrai pour tout u € G x E,onadonc|*(XoT) = T o 3|
CQFD.

Proposition 49 (Complémentaire et graphe transposé)

Soient E' et F' deux ensembles. Soit [ un graphe de £ dans F'.

On a alors Cpy g ('T) = t(CEXpF).
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@mmn

eSiE=0ouF =(,alors E x F={etF x E = () d’apres la prop. 35 p. 46.
Donc comme Cpy g ('T) € F x E, onaClp,p (*T') = () d’aprés la prop. 35 p. 46.
De méme, comme CpypI' C E x F,onalpypl =0 d’apres la prop. 35 p. 46.
Donc (Cpxrl') = 0 d’apres la prop. 35 p. 46.

Finalement, Cryx ('T) = ) = t(CEXpF), etdonc|Cp,p ('T) = t([]EXpF) )

eSiE# (et F #(,alors F' x E d’apres la prop. 35 p. 46.
Soitu € F' x E.Ilexiste doncy € F etz € F tels que u = (y; ).
On a alors les équivalences suivantes :
u € Cpyp (1)
(y:2) € Cpxp ('T)

SEERR

Ceci étant vrai pour tout u € ' x E, on peut dire que |Cpy g (*T') = t([]EXpF) .
CQFD.
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3 Relations

3.1 Relations binaires

Définition 23 (Relation binaire)

Soient F et F' deux ensembles. Soit R un ensemble.

e On dit que R est une relation binaire de £ dans F’ si et seulement s’il existe [ un graphe de £
dans F'tel que R = ((E; F); ).

e On dit alors que E est I’ensemble de départ de R.
e On dit alors que F’ est I’ensemble d’arrivée de R.
e On dit alors que I est le graphe de R.

e Pour z € E ety € F, on notera xRy plutdt que (x;y) € I

e Si I/ = F, on dira simplement que R est une relation sur £.

Proposition 50 (Egalité des relations binaires)

Soient R et R’ deux relations binaires.

R = R’ si et seulement si leurs ensembles de départs, d’arrivées et leur graphes sont égaux.

Q@mmn
Ecrivons R = ((E; F);T") et R = ((E"; F'); I).
On a alors les équivalences suivantes :
R=TR
— (B F)T) = (B F):T)
< (E;F)=(E;F'") et =1" d’apres 34 page 44
< E=FetF =Fetl =1"dapres 34 page 44
CQFD.
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4 Remarque 1

Si E est I’ensemble de départ et F' ’ensemble d’arrivée de R et de R/, alors 1’égalité entre leurs

graphes peut se formuler Ve € E.Vy € F, (ny <— R’ y).

En effet, en notant I le graphe de R et I’ le graphe de R’, on a les équivalences suivants :
r=r

— VueExF,<ueF — uGF’)

< Ve e E,VyeF, ((m,y) el < (n;y) € F’)

— Vx e E,Vy € F, (mRy — xR’y).

Proposition 51 (Existence de relations binaires)

Soient E et F' deux ensembles.

Alors il existe au moins relation binaire de £ dans F'.

1 suffit de considérer R — ((E; F); E x F)
CQFD.

Définition 24 (Domaine et image d’une relation)

Soient £ et I’ deux ensembles. Soit R une relation binaire de £ dans F'.

e On appelle domaine de R le domaine de son graphe. On le note dom(R).
Autrement dit, dom(R) = {z € E'| Jy € F,2Ry}.

e On appelle image de R I’'image de son graphe. On la note im(R).
Autrement dit, im(R) = {y € F' | 3z € E, zRy}.
— ——

Définition 25 (Relation d’égalité)

Soit F un ensemble. Soit Ay la diagonale de E2.

On appelle relation d’égalité sur £ la relation ((F; E); Ag).

On la note aussi = et = quand il n’y a pas d’ambiguité.

— ~
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Proposition 52

Soit £ un ensemble.

Alors pour tout x et 2’ dans E, on a x = T = z=7.

e Si £ = (), la proposition Vo € E,V2' € E, <x = ¥ = rx=2a ) est nécessairement vrai.

e Si £/ # (0, alors E? # () d’apres la proposition 35 page 46.

Soit x et 2’ dans E. On a alors les équivalences suivantes :

xix’ < (B} E); Ap)t <= (v;2) € Ap <= x =2
CQFD.

Définition 26 (Relation d’appartenance et d’inclusion)

Soit £/ un ensemble. On peut munir £ des deux relations suivantes :

(1) La relation d’appartenance = définie pour tout (z;y) € E? par x Cy & vey.

On confondra bien souvent % avec € quand il n’y a pas d’ambiguité.

(2) La relation d’inclusion C, définie pour tout (z;y) € F?parx Cy <= = C y.
E E

On confondra bien souvent C avec C quand il n’y a pas d’ambiguité.
E

Proposition 53 (Unique relation binaire sur ()

Soient E et F' deux ensembles.

Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

SiE=0ouF =0,alors R =S.

\_ /

@W&W
Notons ' le graphe de R, et I's le graphe de S.
Ainsi, ' et I's sont des graphes de E dans F'.
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Supposons que £ = () ou F = ().

Donc I'r = () = I's d’apres la prop. 39 p. 50.

Donc R = ((E; F);T'r) = ((E; F); 0) = (B3 F); I's) = S.
Donc R = S.

CQFD.

3.2 Restriction et prolongement

Proposition 54

Soient £ et F' deux ensembles.
Soit R une relation binaire de E dans F'. Soit I' le graphe de R.

Soient B/ C Fet F/ C F.

(1) (E; F);I'N (£" x F)) est une relation binaire de £’ dans F'.

(2) ((E; F');T'N (E x F")) est une relation binaire de £ dans F".

\,

@mm
¢ (1):Onal’'n(E'x F) C E'x F'donc I'N(E’ x F) est bien un graphe de £’ dans F', d’ou le résultat.

¢ (2):Onal'N(Ex F') C Ex F'donc'N(E x F') est bien un graphe de £’ dans F, d’ou le

résultat.
CQFD.
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Définition 27 (Restriction et corestriction d’une relation)

Soient I et ' deux ensembles.
Soit R une relation binaire de £ dans F', de graphe I'.
Soient B/ C Fet F' C F.

(1) On appelle restriction de R a £’ la relation de E’ dans I’ définie par
((E"; F);T'N (B x F)). Onlanote Rp.

(2) On appelle corestriction de R a F” la relation de £ dans F” définie par
((E; F');T' N (E x F")). On la note RI™".

/

(3) On appelle la (double) restriction de R a E’ dans F” la relation (R, E/)|

On la note R}g

(4) Si E = F et E' = F’, on dit plutdt que Rig est la relation induite par R sur £'.

— ~

Définition 28 (Prolongement et coprolongement d’une relation)

Soient E et I’ deux ensembles. Soit R une relation de £ dans F'.
Soient B/ C Fet F/ C F.

(1) Soit R’ une relation de £’ dans F'.
On dit que R est un prolongement de R’ 4 F si et seulement si R|pr = R/

(2) Soit R” une relation de £ dans F".
On dit que R est un coprolongement de R” a F si et seulement si R/ = R”.

(3) Soit R"” une relation de £’ dans F".
On dit que R est un (double) prolongement de R a £ dans F

. . )2
si et seulement si R} w=R".

— ——
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3.3 Relation plus fine

Définition 29 (Relation plus fine)

Soient F et F' deux ensembles.

Soient R et S deux relations binaires de F dans F'.

On dit que S est plus fine que R si et seulement si le graphe de S est inclus dans celui de R,

c’est-a-dire que pour tout x € E ettouty € F,on a xSy = zRy.

On note alors S < R.

Proposition 55 (Propriétés de "étre une relation plus fine")

Soient E et F' deux ensembles.
Soient R, S et T trois relations binaires de £ dans F'.

On dit que le fait d’€tre une relation plus fine est :

(1) réflexive puisque R < R.
(2) antisymétrique puisque si R < S, etsiS x R, alors R = S.
(3) transitive puisque si R < S,etsiS < T,alors R < 7.

W Drmonstsatiion

Ces propriétés découlent immédiatement de celles de I’implication.

¢ (1):
Cela provient immédiatement du fait qu’on a Vx € E,Vy € F, <$Ry = mRy).

¢ (2):
SIRxSetS xR,
on adonc Vx € F,Vy € F, (:vRy = xSy) etVe € E,Vy € I, <mRy = mSy),

c’est-a-dire Vo € B, Vy € F, (ny = :ESy), et donc R = & d’apres la remarque | page 61.

¢ (3):
SiR<SetS<7T,alorsona
Ve € E\Vy € F, (ny = mSy) etVe € E,Vy € F, (mSy = xTy), et donc par transitivité de
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I’implication, on se retrouve avec Vo € E,Vy € F| (mRy = a:Ty) ,etdonc R X T.
CQFD.

Remarque :
On verra que si I’on considere "€tre une relation plus fine" elle-méme comme une relation binaire, alors ces

propriétés en font une relation d’ordre.

Proposition 56 (Restriction, corestriction et finesse)

Soient F et F' deux ensembles. Soit R une relation binaire de £ dans F'.
Soient AC Fet BC F.

@mm
Notons I' le graphe de R.

¢ (1)
Le graphe de R4 est par définition I' N (A x F).
Or,I'N (A x F) C T d’apres la prop. 22 p. 23.

Donc| R4 s R|

¢ (2)

Le graphe de RI? est par définition I' N (E x F).
Or,I'N (E x F) C I' d’apres la prop. 22 p. 23.
Donc|RIZ < R|.
CQFD.
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3.4 Composition de relations

Définition 30 (Composition de deux relations)

Soient £, F et G trois ensembles.

Soient R une relation de F dans F' et R une relation de F' dans G.

Soient I' le graphe de R et [ le graphe de R'.

e On appelle relation composée de R’ par R la relation de F dans G définie par ((E£;G); TV o T').

e On la note plutét R’ o R.

e Si E=F = GetR =T/, alors on notera R? plutdt que R o R.

& Attention !

Ici aussi, on prendra bien garde a ne pas confondre R x R et R o R, qui se notent tous les deux R?.

En cas de doute, il sera précisé de quel ensemble on parle.

Proposition 57

Soient E, F' et GG trois ensembles.

Soient R une relation de F dans F' et R’ une relation de F' dans G.

AlorsVr € E)Vz € G,x(R' o R)z <~ (Ely € F, 2Ry et yR’z).

\ J

e Supposons que £ = ou G = (.
Donc I'assertion Va € E,Vz € G,x(R' o R)z <— <Ely € F, 2Ry et yR’z> est

forcément vraie.

e Supposons que F # () et G # (). Donc E x G # () d’apres la proposition 35 page 46.
Soient x € E et z € G. On a alors les équivalences suivantes :
z(R'oR)z
— z((F;G);"ol)z
< (z;2)€l"ol
< Jye F (x;y) €let(y;2) eI
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< JyeFa((B;F);Dyety((F;,G);1")z
< dy € F,2RyetyR'z.

Ainsi, |Vx € E)Vz € G,x(R' o R)z < (Ely € F,xRy et yR’z> .
CQFD.

Proposition 58 (Associativité de la composition de relations)

Soient I, F', G et H quatre ensembles.

Soient R une relation de F dans F', S une relation de F dans G, et T une relation de G dans H.

Onaalors (ToS)oR =T o(SoR).

On dit que la composition de relations est associative.

7 lrmonstsation

Notons 'z le graphe de R, notons I's le graphe de S, et notons ' le graphe de 7.
On a les égalités suivantes :

(ToS)oR

= <((G;H);FT) oS) oR

(G5 H);Tr) o ((F;G)iTs)) o R

F;H);TroTls)oR

I'rols) o ((E; F);I'r)

i(Crols)oTR)

—~

ExEX

I
PICECEEEE

o~ o~ o~~~

I'r) o (£;G);TsoT'g)
;G);TsoTR)
F;G);Ts)o ((F; F)Tn))

o ((E: F):Tx))
=To(SoR).

o

(@]
—~

(

& =

Il
R

o
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Proposition 59 (Neutralité de la relation d’égalité)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.
On a alors (Ro E) =R =

On dit que = est neutre pour la composition des relations binaires sur F£.

@mmn
Notons I' le graphe de R.

4 Commencons par montrer que (Ro §> =R.

On a les égalités suivantes :

4 Montrons a présent que R = (E oR).

On a les égalités suivantes :

&

(E; E);T)

(E; E); Ap oT') d’apres la proposition 43 page 53.
(E; E); Ap) o (E; £);:T)

o((E; E);T)

= (= °R).
Donc R =(

I

Y

(
(
(
=

= &

oR) |

E

CQFD.
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3.5 Relation transposée

Définition 31 (Relation transposée)

Soient F et F' deux ensembles.

Soit R une relation binaire de £ dans F', de graphe I'.

On appelle relation transposée de R la relation binaire de F’ dans E définie par ((F'; £);'T). On la

note plutot ‘R.
— —

Proposition 60

Soient F et F' deux ensembles.

Soit R une relation binaire de E dans F'.

Alors pour touty € Fettoutx € E, ona y'Rr <— zRy.
— —

e Supposons que £ = () ou F' = ().
De ce fait, I’assertion Vy € F.Vx € E, (thx — wRy) est nécessairement vrai.

e Supposons que E # () et F' # ().

Soienty € F'etx € E. On a alors les équivalences suivantes :
y'Rax

y((F5 E)' Tz

(y;2) € T

(z;y) €l

o((E; F); Dy

TRy.

D’ou le résultat.

CQFD.

rerrue

Exemple :
e La relation d’égalité est sa propre transposée car elle est symétrique.
e La transposée de € est .

e La transposée de C est D.
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Proposition 61 (Involution de la relation transposée)

Soient F et F' deux ensembles. Soit R une relation de £ dans F'.

Onaalors “(*R) = R.

On dit que le passage a la relation transposée est une involution.
\ J/

7 lrnonstsatiin

Notons I' le graphe R. On a les égalités suivantes :
(®)

= /(i((B; F);1))

= t((F; E);tF)

= <(E; F);t(tF))

= ((E; F);T") par involution du graphe transposé
=R

Dou|'("R) =R|
CQFD.

Proposition 62 (Domaine et image de la transposée)

Soient E et F' deux ensembles. Soit R une relation binaire de £ dans F'.

On a alors :

Soit I' le graphe de k.
¢ (1) :dom (*R) = dom (‘T") e im(T") = im(R).
p-

¢ (2):im(*R) = im ('T") T dom(T") = dom(R).
CQFD.



72 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES RELATIONS BINAIRES

Proposition 63 (Transposée d’une composition)

Soient E, F' et GG trois ensembles.

Soient R une relation binaire de E dans F', et S une relation binaire de F' dans G.

Onaalors {(SoR) = ‘Ro 'S.
— ——

Notons I'z le graphe de R, et I's le graphe de S.

On a alors les égalités suivantes :
f(SoR)
= t(((F; G);Ts) o R)
"(((F5 G Ts) o (B: F):Tr))
t((E; G);Tso Fn)
— (G B); {(Ts oTr))
e <(G;E); T o tr5>
= ((F; E); tPR) 0 ((G; F); th)
— 'Ro ((G; F); ‘TsBig)
=IRo 'S
CQFD.

3.6 Relation complémentaire

Définition 32 (Relation complémentaire)

Soient F et F' deux ensembles.

Soit R une relation binaire de £ dans F', de graphe I'.

On appelle relation complémentaire de R la relation ((E; F); Cpypl').

On la note R ou encore CR.

— ~
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Proposition 64

Soient F et I’ deux ensembles. Soit R une relation binaire de £ dans F'.

Alors pour tout 7 € Eettouty € F,ona 2Ry <= —(2Ry).

@mmdm
Notons I' le graphe de R.

e Supposons que £ = () ou F' = ().
De ce fait, ’assertion Vo € E,Vy € F, (xﬁy — - (mRy)) est nécessairement vrai.

e Supposons que E # () ou F' # ().

Soient x € E' ety € F'. On a alors les équivalences :

1Ry <= (z;y) € Cpxpl <= (2;9) ¢ T <= —(2Ry).
CQFD.

Exemple :
e La relation compémentaire de = est #.
e La relation complémentaire de € est ¢.

e La relation complémentaire de C est €.

Proposition 65 (Involution de la relation complémentaire)

Soient E et I’ deux ensembles. Soit R une relation binaire de E dans F'.

On a alors % =R.

On dit que le passage a la relation complémentaire est une involution.
\ J/

@Wzdm
Notons I' le graphe de R. On a alors les égalités suivantes :

R = ((B; F);T) = ((B; F);Crxrl) = ((B; F); Cpur (Courl))
= ((E; F'); ") par involution du complémentaire

=R.

CQFD.
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Proposition 66 (Relations transposée et complémentaire)

Soient E et F' deux ensembles. Soit R une relation binaire de £ dans F'.

Onaalors 'R = *(R).

7 lrnonotsation

Notons I' le graphe de R. On a alors les égalités suivantes :

R =B F);iT) = ((F E)T) = ((F5 B); Crci(T)) | = ((F5 B (i)
= (B F); Courl) = (B F)iT) ) = “(R).

CQFD.

3.7 Union de relations binaires

Définition 33 (Union de relations binaires)

Soient E et F' deux ensembles.
Soient R et S deux relations binaires de F dans F'.

Notons ' le graphe de R, et ['s le graphe de S.

On appelle relation union de R et S la relation de £ dans F' définie par
((E; F);TrU FS>. On la note plutdt R U S.
— ~

Remarque :

On va retrouver naturellement beaucoup de propriétés de 1’union.

Proposition 67 (Union de relations et disjonction)

Soient E et F' deux ensembles.

Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

Alors Vo € E,Vy € F, (x(R US)y <= (zRyou xSy)).
— ~
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7 Dhrnonstration
e Supposons que £ = () ou F' = ().
L’ assertion Vx € E,Vy € F, (I(R US)y <= (zRyou xSy)) est donc nécessairement vraie.

e Supposons que E # () et F' # ().

Notons 'z le graphe de R, et I's le graphe de S.

Soient x € E' ety € F'. On a alors les équivalences suivantes :
z(RUS)y

— x((E; F):Tr U F5>y

— (1;y) e'gxUTls

< (z;y) €eTgou(x;y) €l's

<= 2Ry ou xSy.

CQFD.

Proposition 68 (Propriétés de I’'union des relations)

Soient F et I’ deux ensembles.
Soient R, S et T trois relations binaires de £ dans F.

On a les propriétés suivantes :

(1) L'union est idempotente : R U R = R.
(2) Lunion est associative : ( RUS)UT =R U (SUT).
(3) L’union est commutative : RUS = SUR.

Notons ' le graphe de R, ['s le graphe de S et I'y le graphe de 7.

¢ (1):
RUR = ((E;F);Fn) v <(E§F)§FR> = (((E§F>§FRUFR> - ((E;F);FR) =R

par idempotence de I’union sur les graphes.

¢ (2):
(RUS)UT
:<«Eijw@S>@T

= ((B;F):TR) W (B F);Ts) ) U T
= ((E;F);FRUF3> U
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);I'r U Fs) U ((E; F)5FT>

(Tr UTs) U FT>

i F ;F5>@R
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Proposition 69

Soient F et I’ deux ensembles.
Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

On a alors :

(HRxRUS et SXRUS.

‘R et S sont plus fines que leur union.

(2) Soient R’ et S’ deux relations binaires de £ dans F'.
SiRRsxRetS <S,alorsRUS xRUS.

On dit que I’union est compatible avec le fait "d’étre plus fine".

(3) Pour toute relation binaire 7 de ' dans F,siR < T etS < T,alors RUS < 7.
On dit que I’'union de R et S est le minimum pour < parmi les relations pour lesquelles R et S sont

plus fines toutes les deux.

(4)SiR g S,alorsRUS =S.

On dit que S est absorbant pour 1’'union avec ses relations plus fines.

BHR<S < RUS=S.

\_ J/

Toutes ces propriétés vont se déduire immédiatement de la proposition 16 page 16.

Notons I'z le graphe de R et ['s le graphe de S.

¢ (1):
OnaI‘R - FRUFS.
Donc par définition de <, on a ((E, F); FR> < <(E7 F)I'gU FS).

Donc par définition de U, on a ((E; F);FR) < ((E; F); PR> u ((E; F); rs).

Et donc .

De méme,ona S x SUR =R U S par commutativité de U.

¢ (2):




78

CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES RELATIONS BINAIRES

Soient R et S’ deux relations binaires de F dans F'tellesque R' < RetS' < S.
Notons I'%/ le graphe de R’ et I's: le graphe de S'.

On a donc par hypothese que I'gs CI'get'ss C I's.

DoncI'r: Ul'ss CT'r UTs.

Donc ((E; F):Trs U F3/> < ((E; F);Tr U r5>.

Donc‘R’@S’ <RUS

¢ (3):

Soit 7 une relation binaire de £ dans F'telleque R < T et S < 7.
Donc d’aprés (2),onaRUS < T UT.

Or par idempotence de Y,ona7 U7 =T.

¢ (4):

Supposons que R < S.

Donc I'r C I's.

DoncI'r UT's =T's.

Donc RU S = ((E; F);FR> v ((E; F);F5> - ((E; F);Tx U FS) - ((E; F);F3> = S.

Done[RUS = S|

¢ (5):

Le sens = c’est tout simplement (4). Montrons donc <.

Supposons que R WS = S. On adonc

((E; F);Tg U r3> - ((E; F); FR> u ((E; F);F3> —RUS=S8 = ((E;F);F3>.
Ainsi, on a <(E; F);Txr U r5> - ((E; F); FS>.

DoncI'r UTl's =T's.

Donc I'r C I's.

Donc ((E; F); FR) < ((E; F); r3>.

Donc .

CQFD.
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3.8 Intersection de relations binaires

Définition 34 (Intersection de relations binaires)

Soient F et F' deux ensembles.
Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

Notons [' le graphe de R, et I's le graphe de S.

On appelle relation intersection de R et S la relation de E dans F' définie par ((E F);Tr N 1“3) .

On la note plutét R M S.
— —

Remarque :

On va retrouver naturellement beaucoup de propriétés de I’intersection.

Proposition 70 (Intersection de relations et conjonction)

Soient F et F' deux ensembles.

Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

Alors Vo € E,Vy € F, (x(R mS)y < (zRyet xSy))
— ——

e Supposons que £ = ou F = ().
L’assertion Vz € E,Vy € F, (:B(R mS)y < (zRyet .rSy)) est donc nécessairement vraie.

e Supposons que E # () et F # (.
Notons I'z le graphe de R, et I's le graphe de S.

Soient x € E' ety € F'. On a alors les équivalences suivantes :
z(RMS)y

— a;<(E; F);Tx N F5>t e (2;y) €TrNTls

— (z;y) €eTret(z;y) €ls

< 2RyetaxSy.

CQFD.
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Proposition 71 (Propriétés de I'intersection des relations)

Soient F et ' deux ensembles.
Soient R, S et 7 trois relations binaires de £ dans F'.

On a les propriétés suivantes :

(1) Lintersection est idempotente : R M R = R.
(2) Lintersection est associative : (RMS)MT =R m(SmT).
(3) L’intersection est commutative : R M S = S M R.

@mm
Notons 'k le graphe de R, I's le graphe de S et ' le graphe de 7.

¢ (1):
RMR = ((E; F);FR> m ((E; F);Fn) = (((E; F);FRHFR> = ((E; F);Bz) =R
par idempotence de I’intersection sur les graphes.

¢ (2):

(RaS)mT
= (B Py TR)MS) AT
= (B F):TR) @ (B3 F):Ts)) AT
(( ): T N r3> aT
((E rRmr3> ((E F); FT>
((E, F);(Px N Ts) N FT>
(
(

y
-

E;F);TrN(FsN FT)> par associativité de I’intersection des graphes

E;F):T ) ((E F); rsmrT)

(
M (Srm (E; F); FT>
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F):Tx)

E F) >
B F ) I'sN FR> par commutativité de 1’union des graphes
E F)

Proposition 72

Soient E et F' deux ensembles.
Soient R et S deux relations binaires de £ dans F'.

On a alors :

(IHIRMSKRetRMS < S.

Leur intersection est plus fine que R et S.

(2) Soient R’ et S’ deux relations binaires de £ dans F'.
SiRRxRetS <S,alors RRMS < RmS.

On dit que I'intersection est compatible avec le fait "d’étre plus fine".

(3) Pour toute relation binaire 7 de ' dans F,si7T < RetT < S,alors T < RMS.

On dit que I'intersection de R et S est le maximum pour < parmi les relations plus fines que R et S.

(4)SiR < S,alosRMS =R.

On dit que S est neutre pour I’intersection ses relations plus fines.

BHIRS < RnS=R.

\_ J/

Toutes ces propriétés vont se déduire immédiatement de la proposition 22 page 23.

Notons 'z le graphe de R et I's le graphe de S.

¢ (1):
OnaFRﬂFS g FR
Donc par définition de <, on a ((E; F);Tx N rs) < ((E; F); FR>.
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Donc par définition de ), on a ((E; F);FR> M ((E; F); r3> < ((E; F);FR>.

Et donc .

¢ (2):
Soient R’ et S’ deux relations binaires de E' dans F'tellesque R' < RetS' < S.
Notons ['zs le graphe de R’ et I's/ le graphe de S’.

On a donc par hypothese que I'g: C I'g et'ss C I's.

Donc ' NT'sy CT'r NIs.

Donc ((E; F);Tri N r5,> < ((E; F);Tx N F3>.

Donc‘R’rmS’ <RmS

¢ (3):

Soit T une relation binaire de F dans F'telleque 7 < RetT < S.
Donc d’aprés (2),ona7 M7 < RMS.

Or par idempotence de m,ona 7 M7 = T.

¢ (4):

Supposons que R < S.

DoncI'r CI's.

DoncI'r NI's = I'x.

Donc R A1 S = ((E; F);FR> M ((E; F);F3> - ((E; F);Tr N F5> - ((E; F);FR) ~R.

Done[R A S = R

¢ (5):

Le sens = c’est tout simplement (4). Montrons donc <.

Supposons que R M S = R. On a donc

((E;F);FR ﬁFs) = ((E;F);FR) m ((E;F);Fs> =RAS=R= ((E;F);Fn).
Ainsi, on a ((E; F);Tx N r5> - ((E; F); FR>.

Donc I'r NI's =I'.

Donc I'r C I's.

Donc ((E; F);FR> < ((E; F);Fs>.

Donc .

CQFD.
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Définition 35 (Relations disjointes)

Soient E et I’ deux ensembles.

Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

On dit que R et S sont (relationnellement) disjointes si et seulement si leurs graphes sont disjoints.

— ——

Proposition 73 (Lien entre union et intersection de relations)

Soient E et F' deux ensembles.
Soient R, S et T trois relations binaires de £ dans F.

On a alors :
(HRMSKRUS

2)RUSEAT)=(RUS)M(RYUT)

On dit que U est distributive sur M.

B)YRA(SUT)=RAS)U(RMT)
On dit que M est distributive sur U.

— —

@mm
Notons 'z le graphe de R, I's le graphe de S et ' le graphe de 7.

¢ (1):

OnaRmS < R d apres la prop. 72 p. 81.

On aaussi R < R U S d’apres la prop. 68 p. 75.
Donc par transitivit¢ de <, ona| RMS K RUS |

¢ (2):

On a les égalités suivantes :
RUSAT)

=RU [((E; F);Fs> M ((E; F)§FT>]

—RU ((E; F);Ts N FT)

= ((E; F);FR) y ((E; F);Ts OFT)

— ((B: F);Tr U (Ts N T7)
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( . F); (Tr UTs) N (T U PT)> par distributivité de U sur N

= ((B: F);Tr UTs) @ ((B; F); TR UT7)
[( ; ) v ((E; F);Fsﬂ m [((E; F)§PR> U <(E; F);FT]
[U pﬂkwﬂ.

Donc| RU(SAT)=(RUS)m(RUT)|

¢ (3):
On a les égalités suivantes :
RM(SUT)
—RM [((E; F); r5> u ((E; F);FT>]
—RM ((E; F);TsU FT>
- <(E; F); FR> ((E F);Ts UF7->
((E F);Txr N (TsU FT)>
((E F);(Tx NTs) U (Tg N FT)> par distributivité de M sur U
((E F);Tx N r5> U ((E; F);Tx N FT>
= [((&: F)vR) m (B F)ins) | w [ (B F)iTr ) @ (85 F): Tr
= [Ras|u[rRaT].

Donc| RM(SUT)=(RAS)Y(RMAT)|
CQFD.

Proposition 74 (Lois de De Morgan - Relations binaires)

Soient E et I’ deux ensembles.

Soient R et S deux relations binaires de E dans F'.

e
R
S
“
Il
el
5
@l

S
=
5
)
Il
|
S
%2

@mmm

Nous allons ici utiliser les lois de De Morgan ensemblistes par rapport au complémentaire, ¢’est-a-dire
la proposition 30 page 37.

Notons I'% le graphe de R et ['s le graphe de S.
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c
95)

=

FU;FR>UJ<(E;PU;F3)

CrxrTr] O [CrxrTs] )
Cex FFR) <(E;F);CExFF$>

I Il
| ] B
o m =3

 F);
. F): Cxr ER&JFQ>
 F);
 F);

= ((B:F):rr) m ((B: F):Ts)
=RAS
Donc‘R@S:ﬁﬂg‘

¢ (2

mS

(EFM%>@UEF%R)

I
—~] —~—~——] —| &

:(Emrﬂwg
(E; F);Cpxr [FRQFS]>
= ((E; F); [Cpxrl'r] U [Cpx FFS}>
= (E;FU;UEXpFR) ((E;FU;CExFFs>

(EFM%>@QEF%R)
us

A

85
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4 Relations particuliéres

4.1 Relations réflexives

Définition 36 (Relation réflexive)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation sur E.

On dit que R est réflexive si et seulement si Vo € E, 2Rx.

Exemple :

e La relation d’égalité est réflexive, d’apres la prop. 1 p. 3.

e La relation d’inclusion est réflexive, d’apres la prop. 3 p. 5.

e L’unique relation R sur () (unique d’apres la prop. 53 p. 62) est réflexive puisque I’assertion Vz € (), 7Rz

est nécessairement vraie.

Proposition 75 (Conditions de réflexivité sur les relations)

Soit F un ensemble. Soit R une relation binaire sur .
(1) R est réflexive si et seulement si “R est réflexive.

(2) Notons I' le graphe de R. Soit A la diagonale de E?.

R est réflexive si et seulement si Ag C T,

— ——

@Wmm

¢ (1) : C’est immédiat par définition de la transposée d’une relation :

R est réflexive
< Vz € F,2Rx
< Vr e FE,x'"Rzx
< 'R est réflexive

4 (2) : On ales équivalences suivantes :
‘R est réflexive

<~ Vr e F, xRz

< Ve € E, (r;z) el
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< Vae€ Ag,acl
— A CIT.
CQFD.

Proposition 76 (Réflexivité et opérations sur les relations)

Soit £ un ensemble. Soient R et S deux relations binaires sur E.

(1) Si R et S sont réflexives, alors S o R est réflexive.

(2) Si R et S sont réflexives, alors R U S est réflexive.

(3) Si R et S sont réflexives, alors R M S est réflexive.

87

Supposons pour toute la suite que R et S sont réflexives.

e Si /' = (), alors les assertions suivantes sont nécessairement vraies :
— Ve E,z(SoR)x
— Ve e E,z2(RUS)z
— Ve e E,x(RmS)z

Donc (1) [S o R est réflexive. |
Et (2) [RU S est réflexive. |
Et (3) |RM S est réflexive. |

e Supposons a présent que F # ().

¢ (1):

Soitx € E.

On sait que R et S sont réflexives, donc xRz et xSx.
Donc il existe y € E tel que xRy et ySx.

Donc z(S o R)zx.

Ainsi, Vo € E,2(S o R)zx.

Donc | S o R est réflexive. |

¢ (2):
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Soitz € E.

On sait que R et S sont réflexives, donc zRx et xSx.
En particulier, on sait que 2Rz ou zSz.

Donc z(R U S)x d’apres la prop. 67 p. 74.

Ainsi, Vo € E;2(R U S)x.

Donc |R U S est réflexive |.

¢ (3):

Soitz € E.

On sait que R et S sont réflexives, donc xRz et xSx.
Donc (R M S)x d’apres la prop. 70 p. 79.

Ainsi, Vo € E,z(R M S)x.

Donc| R @ S est réflexive |

CQFD.

4.2 Relations antiréflexives

Définition 37 (Relation antiréflexives)

Soit F un ensemble. Soit R une relation binaire sur F.

On dit que R est antiréflexive si et seulement si Vz, ~(zRz).

Exemple :

e Nous imposerons plus tard, via un axiome (dit axiome de fondement), que la relation
d’appartenance est antiréflexive.

e L'unique relation R sur () (unique d’apres la prop. 53 p. 62) est antiréflexive puisque 1’assertion

Vo € (), —(xRx) est nécessairement vraie.

Proposition 77 (Conditions d’antiréflexivité)

Soit F un ensemble. Soit R une relation binaire sur .
(1) R est antiréflexive si et seulement si R est antiréflexive.

(2) Soit I le graphe de R. Soit Ag la diagonale de E2.

R est antiréflexive si et seulement si ' N Ag = (.




4. RELATIONS PARTICULIERES 89

@mmn
4 (1) : On ales équivalences suivantes :

R est antiréflexive
<= Vz € E,~(zRx)
<= Vr € E,~(z"Rx)
<= 'R est antiréflexive

4 (2) : On ales équivalences suivantes :

R est antiréflexive

Vo € E, = (2Rx)

Ve € B, = ((z;z) € T)
Ve € B, (z;2) ¢ T
Vee Ag,c¢ T
‘v’c,(cGAEﬁc@éF)
Ve, (cgéAEoucgéF)
Vc,ﬂ(ceAEetceI’)
Ve, —(ce ApnT)
Ve,e g ApN T
ApnNT =10

CQFD.

[0 A A A

Proposition 78 (Réflexivité et antiréflexivité)

Soit F un ensemble. Soit R une relation binaire sur .

(1) R est réflexive et antiréflexive si et seulement si £ = ().
Ainsi, a moins que I’ensemble ne soit vide, il est impossible d’avoir une relation a la fois réflexive et

antiréflexive.

(2) S’il existe au moins deux €éléments distincts dans £, alors il existe sur £ une relation binaire qui
n’est ni réflexive, ni antiréflexive. Ainsi, la réflexivité et 1’antiréflexivité ne sont pas la négation I’une

de ’autre.
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@mmn

¢ (1):

Raisonnons par double implications :

Supposons que R est a la fois réflexive et antiréflexive.

AlorsonaVz € E, (xR:v et %:1:723:)).

En particulier,ona F = {x € E' | xRz et =(zRx)}.

Or, pour tout z € F, I'assertion R« et ~(xRx) est fausse d’apres le principe de non-contradiction.
Donc pour tout x € E, on a <x72m et —|(me)> = v #x.

Onadonc {z € F | vRx et =(zRx)} = {r e E|x#ux} = 0.

Et donc par transitivité de 1’égalité, on a E = ().

Supposons que E = ().
Alors I’assertion Vz € E, (xRx et —(xRx)) est nécessairement vraie.

Donc ‘R est réflexive et antiréflexive.

¢ (2):

Supposons que £ possede au moins deux éléments distincts, que 1’on va noter y et z.
Soit I' = {(y;¥)}. Ona T C E? donc T est un graphe de E dans FE.

Considérons R = ((E; E); T).

Comme (y;y) € I', on a yRy donc R n’est pas antiréflexive.

Comme (z;2) ¢ I', ona = (2Rz) donc R n’est pas réflexive.

CQFD.

4.3 Relations symétriques

Définition 38 (Relations symétriques)

Soit F un ensemble. Soit R une relation binaire sur F.

On dit que R est symétrique si et seulement si Vo € E,Vy € E, (:vRy = ny)

Exemple :

e La relation d’égalité est symétrique d’apres la prop. 1 p. 3.

e L'unique relation R sur () (unique d’aprés la prop. 53 p. 62) est symétrique puisque 1’assertion

Ve, Vy e, <$Ry = ny) est nécessairement vraie.
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Proposition 79 (Relation symétrique et transposée)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur F.

R est symétrique si et seulement si ‘R = R.

e Supposons ici que F = ().
Alors comme R et R sont deux relations binaires sur (), elles sont égales d’apres la prop. 53 p. 62.

De plus, on a vu dans les exemples de relations symétriques que cette unique relation est bien symétrique.
e Supposons a présent que F # ().

Raisonnons par double implicatons.

Supposons que R est symétrique.

Soient = et y dans £. On a les équivalences suivantes :
TRy < yRzx < z'Ry.

Ainsi, Vo € E,Vy € E, (:ERy = :L’tRy>.

D’apres la remarque 1 page 61, on abien R = 'R.

Supposons que R = 'R.
Soient = et y dans £. On les implications suivantes :

TRy = 'Ry = yRz.

Ainsi, Vo € E,Vy € E, <x7?,y = sz).
‘R est donc symétrique.

CQFD.

Proposition 80 (Symétrie et opérations sur les relations)

Soit £ un ensemble. Soient R et S deux relations binaires sur E.

(1) Si R et S sont symétriques, alors R U S est symétrique.

(2) Si R et S sont symétriques, alors R M S est symétrique.
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W Dhernonstratiin
e Si £ = (), alors les assertions suivantes sont nécessairement vraie :

— Vre E\Vy € E, (x(R@S)y = y(RLUJS)x)

— Vee E\Vye E, (:U(R@S)y = y(R@S)x)

Ainsi, | R U S et R M S sont symétriques ‘

e Supposons que F # ().

¢ (1):

Supposons que R et S sont symétriques.

Soientz € Fety € E.

Si z(R U S)y, alors 2Ry ou xSy.

Or, R et S sont symétriques. Donc yRx ou ySz.
Donc y(R Y S)z.

Ainsi, Vo € E.Vy € E, (x(R US)y = y(RU S)x)
Donc ’ R U S est symétrique ‘

¢ (2):

Supposons que R et S sont symétriques.

Soientx € Fety € E.

Siz(RmS)y, alors 2Ry et xSy.

Or, R et S sont symétriques. Donc yRx et yS.
Donc y(R @ S)z.

Ainsi, Ve € E,Vy € E, (:E(Rﬁﬂ Sy =y(Rm S)x)
Donc ’ R mS est symétrique ‘

CQFD.
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4.4 Relations antisymétriques

Définition 39 (Relations antisymétriques)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur .

On dit que R est antisymétrique si et seulement si
Vr e E,Vy € E, ((ny etyRx) = = = y).

Exemple :

e La relation d’égalité est évidemment antisymétrique.

e La relation d’inclusion est antisymétrique d’apres la prop. 3 p. 5.

e Nous imposerons plus tard via un axiome (I’axiome de fondement) que la relation d’appartenance est
antisymétrique.

e L'unique relation R sur () (unique d’aprés la prop. 53 p. 62) est antisymétrique puisque 1’assertion

Vo e 0,Vy € 0, <($Ry etyRz) = = = y) est nécessairement vraie.

Proposition 81 (Conditions d’antisymétrie)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.
Soit I' le graphe de ‘R.

(1) R est antisymétrique si et seulement si ‘R est antisymétrique.

(2) Soit A g la diagonale de E2.
‘R est antisymétrique si et seulement si (F N ’T) C Apg.

(3) Soit = la relation d’égalité sur E.

‘R est antisymétrique si et seulement si (R m tR) = =.

(4) R est antisymétrique si et seulement si Vo € E,Vy € E, ((x #yetarRy) = —|(ny)>.

@mmﬁ
¢ (1):
e Supposons que E = ().

Dans ce cas 13, il n’y a qu’une seule relation binaire sur F d’apres la prop. 53 p. 62 donc R = 'R,
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d’ou I’équivalence.

e Supposons que E # ().

Supposons que R est antisymétrique.
Soient z et y dans E tels que 7 *Ry et y "Ru.
Donc par définition de 'R, on a yRx et zRy.
Or, R est antisymétrique par hypothese.

Donc x = y.

Ainsi, Vo € E,Vy € E, ((xtRy ety'Re) =z = y).

Donc 'R est antisymétrique.

Ainsi| R est antisymétrique = 'R est antisymétrique |.

Supposons que "R est antisymétrique.
Donc d’aprés [=], on sait que ‘("R est antisymétrique.
Or, '(*R) = R par involution de la transposition.

Donc R est antisymétrique.

Ainsi, | "R est antisymétrique = R est antisymétrique |.

Finalement, | R est antisymétrique si et seulement si R est antisymétrique |.

4 (2) : On ales équivalences suivantes :

‘R est antisymétrique

<~ Ve e E,VyeFE, ([wRyetny m—y)

«— Ve e E,\Vyek, ([aijet "Ryl =z =y

< Vr € E\Vy€E, ([(x;y)efet(x;y)etF]:>m:y>
— VmGE,VyGE,((x;y)EFﬂtF:>x:y)

— Ver,VyeE,((x;y)eFﬂtP:(m;y)eAE)
<:>Vu€E2,(u€FﬂtF:>u€AE)

— (rnm)cag

Ainsi, | R est antisymétrique si et seulement si (F N tP) C Agl|
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Commencons par rappeler que I' N T est le graphe de R M 'R, et que A est le graphe de = Ainsi,

par définition, on a R M 'R = ((E; E):TN tr) et— = ((E; E); AE>.
De ce fait, on a les équivalences suivantes :

R est antisymétrique
ﬁ (F N tF) C Ag
2
— ((E; E);TN tr) < ((E; E);AE>

— (er tR) <

E

Finalement, on a | 'R est antisymétrique si et seulement si (R m tR) <

& ||

¢ (4):

On utilise la regle de logique qui dit que si P, () et R sont des assertions, alors on a I’équivalence

((PetQ):>R> — ((ﬁRetP):>ﬂQ> (%).

Ainsi, en posant P 1’assertion « xRy », en posant () 1’assertion « yRx » et en posant R 1’assertion

«x =y », on va avoir les équivalences suivantes :

R est antisymétrique
< Ve e E\Vy e F, ((ny etyRx) = & = y)

<(—T)> ((3: #yetrRy) = ﬂ(ny)>

Finalement, | R est antisymétrique si et seulement si Vo € E,Vy € E, ((x #yetzRy) = ﬁ(ny)> :
CQFD.

Proposition 82 (Antisymétrie et intersection)

Soit £ un ensemble.

Soient R et S deux relations binaires sur F.

(1) Si R est antisymétrique ou si S est antisymétrique, alors R M S est antisymétrique.

(2) Si R < SetsiS est antisymétrique, alors R est antisymétrique.
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¢ (1):

¢ (2):

e Supposons que F = ().

Dans ce cas 13, il n’y a qu’une seule relation binaire sur £ d’apres la prop. 53 p. 62.
En particulier,ona R =R MS = S.

D’ou I’implication.

e Supposons que E # ().

Supposons que R est antisymétrique ou que S est antisymétrique.

Soient = et y dans E tel que z(R M S)y et y(R M S)z.
On a donc xRy et Sy et yRx et ySx.

Donc par hypotheése, comme on au moins une des deux qui est antisymétrique, on a x = y.

Ainsi, Vx € E,Vy € E, ([x(R MS)yety(RmS)z]| = = = y).

Donc|R M S est antisymétrique ‘

e Supposons que F = ().

Dans ce cas 1a, on sait qu’il n’y a qu’une seule relation binaire sur £ d’apres la prop. 53 p.
62.

Ainsi, on adonc R = S et donc R < S par réflexivité de <.

De plus, cette unique relation est bien antisymétrique comme on a pu le voir dans les
exemples de relations antisymétriques.

D’ou I'implication.

e Supposons que E # ().

Supposons que R < S et que S est antisymétrique.
Soient x et y dans E tel que 2Ry et yRx.
Or, on sait que R < & par hypothese.
Donc on a xSy et ySz.
Or, on sait que S est antisymétrique.

Donc x = y.
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On en déduit donc que Vx € E,Vy € E, ((ny etyRz) =z = y).

Donc R est antisymétrique.

Donc |si R < Setsi S est antisymétrique, alors R est antisymétrique ‘

CQFD.

Proposition 83 (Symeétrie et antisymétrie)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.

Si R est symétrique et antisymétrique, alors R <

E

7 Dhrnonstration

e Supposons que E = ().
Premierement dans ce cas 1a, il n’y a qu’une seule relation binaire sur £ d’apres la prop. 53 p. 62
donc R est bien =
En particulier,par réflexivité de <, ona 'R < =
De plus, cette unique relation est bien symétrique et antisymétrique d’apres les exemples de ces
deux définitions.

D’ou I'implication.

e Supposons que E # ().
Supposons que R est symétrique et antisymétrique.
Soient z et y dans E tels que xRy.
Comme R est symétrique, on en déduit que yRx.

Comme R est antisymétrique, on en déduit que = = y, et donc x — Y

Ainsi, Vx € E,Vy € F, (ny = = y)

Donc par définition de <, on a R < =

Donc | R est symétrique et antisymétrique = (R < = ) .

CQFD.
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4.5 Relations asymétriques

Définition 40 (Relations asymétriques)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur .

On dit que R est asymétrique si et seulement si Vo € E,Vy € E, <x72y = - (yRx) )

Exemple :

e Nous imposerons plus tard via un axiome (I’axiome de fondation) que la relation d’appartenance est
asymétrique.

e L’unique relation R sur () (unique d’apres la prop. 53 p. 62) est asymétrique puisque 1’assertion

Vo e 0,Vy € 0, <mRy = - (yR:z:)) est nécessairement vraie.

Proposition 84 (Conditions d’asymeétrie)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.
Soit I le graphe de R.

(1) R est asymétrique si et seulement si R est antisymétrique et antiréflexive.

(2) R est asymétrique si et seulement si R et "R sont (relationnellement) disjointe, ¢’est-a-dire si et

seulement si ' N T = .

(3) R est asymétrique si et seulement si “R est asymétrique.

@mmn
¢ (1):
e Supposons que £ = ().
Nous avons vu dans ce cas la qu’il y avait une unique relation binaire sur £ d’apres la prop.
53 p. 62.
Or, nous avons vu que cette unique relation était antiréflexive, antisymétrique et asymétrique
dans les exemples de ces qualificatifs.

D’ou I’équivalence.

e Supposons que E # ().
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Raisonnons par doubles implications :

Supposons que R est asymétrique.

Montrons pour commencer que R est antiréflexive.
Supposons par 1’absurde qu’il existe x € E tel que xRux.
Alors par asymétrie de R, on aurait —=(zRx).
Ainsi, on aurait a la fois 2Rx et ~(zRx).

C’est absurde d’apres le principe de non contradiction.

On adonc —(3z € E,2Rx).
OnadoncVz € E,~(zRx).

Donc R est antiréflexive.

Montrons a présent que R est antisymétrique.
Soient x et y dans E tel que x # y et xRy.
En particulier, on a xRy.

Donc par asymétrie de R, on a ~(yRz).

Ainsi, Vo € E,Vy € E, <(x £ yetaRy) = ﬁ(ny)).
Donc R est antisymétrique d’apres la prop. 81 p. 93.

Ainsi, | R est asymétrique = R est antiréflexive et antisymétrique ‘

Supposons que ‘R est antiréflexive et antisymétrique.

Soient = et y dans E tel que 2’Ry.

Ainsi,onar =y = rRx.

Donc par contraposition, on a = (zRx) = = # y.
Or, I"antiréflexivité de R impose que —(zRzx).

Donc par modus ponens, on a z # .

On adonc = # y et zRy.

Donc comme R est antisymétrique, on a ~(yRx) d’apres la prop. 81 p. 93.

On vient donc prouver que Vo € E,Vy € E, (a:Ry = ﬁ(ny)>.

99
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¢ (2):
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Donc R est asymétrique.

Ainsi,

‘R est antiréflexive et antisymétrique = R est asymétrique ‘

Finalement, ‘ R est asymétrique <= 'R est antiréflexive et antisymétrique ‘

On a les équivalences suivantes :

R est asymétrique

Vo €
Vo €
Vr €
Vr €
Vo €
Vo €

Yu €

retrrrrtey

Ainsi, on a

L 4
w

(3):

E.Vy € E, (:cRy = %ny))

E Yy € E, (ﬂ(ny) ou ﬂ(ny)>

E Yy e E, - (:)sRy et ny) d’apres les lois de De Morgan
E.Vy € E, ﬁ(ny et xtRy>

E,\Vy € E,ﬂ<(x;y) elet(r;y) € tF)

E. Yy e E,ﬂ((:c;y) el'n tF)

B2, ~(uernT)

LN =40Q.

R est asymétrique <= I'N T =0 |

On a les équivalences suivantes :

R est asymétrique

Vo €

Vo €

Vz €

<~
<
— Vz €
<
— Vz €
<

"R est asymétriqu

Ainsi, on a
CQFD.

E Yy e F, <x72y = —|(ny))

E Vy € E, (—(2Ry) ou —\(yRQS)>
E,Vy € E, (~(y'Rz) ou ﬂ(xtRy)>
E,Vy € E, (—(z'Ry) ou ﬂ(thx)>
ENVye E, (2'Ry = ﬂ(thx)>

N N N N

o

R est asymétrique si et seulement si 'R est asymétrique |.
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Proposition 85 (Symétrie et asymétrie)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur £. Soit ' le graphe de ‘R.
(1) R est symétrique et asymétrique si et seulement si I' = ().

(2) S’il existe au moins deux €éléments distincts dans £, alors il existe une relation binaire sur £ qui
n’est ni symétrique ni asymétrique. Ainsi, la symétrie et I’asymétrie ne sont pas les négations I’une de

I’ autre.
\_ J

Q@Ww&‘z@ém
¢ (1):

e Supposons que £ = ().
Dans ce cas 13, E? = () d’apres la prop. 35 p. 46.
En particulier, comme I' C £? ona I = () d’apres la prop. 7 p. 8.

De plus, on sait alors qu’il n’y a qu’une seule relation binaire sur £ d’apres la prop. 53 p.
62, c’est donc R.
Et donc cette unique relation est symétrique et asymétrique d’apres les exemples de ces

deux relations.
D’ou I’équivalence.

e Supposons que F # ().

Raisonnons par doubles implications :

Supposons que R est symétrique et asymétrique.

On a alors les égalités et inclusions suivantes :
I'={(z;y) eI'[ (z;y) €'}

— {(;y) €T | +Ry}

={(z;y) €' | 2Ry et 2Ry}

C{(z;y) €' | yRx et Ry} car R est symétrique

C{(z;y) €' | yRa et =(yRx)} car R est asymétrique

= {(z;y) € I' | assertion fausse} par le principe de non contradiction
={(z;y) €| (z;y) # (x;y)} d’aprés la prop. 5 p. 6
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Ainsi,

Ainsi,

Finalement, | R est symétrique et asymétrique si et seulement si I' = (|,

¢ (2):
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= () par définition de 1’ensemble vide

Donc I' C 0.
Donc I'' = () d’apres la prop. 7 p. 8.

si R est symétrique et asymétrique, alors I' = () |.

Supposons que I' = ().

DoncVz € E,Vy € E, (z;y) ¢ T.
Donc Vz € E,Vy € E,=[(z;y) € T'.
Donc Vz € E,Vy € E,~(2Ry).

Notons (*) cette derniere assertion.

Premierement, de (x) on déduit Vo € E,Vy € E, <ﬂ(x7€y) ou yRoc)
DoncVz € E,Vy € E, (azRy = yRa:)

Donc ‘R est symétrique.

Deuxiémement, de (x) on déduit Vx € E,Vy € E, (ﬂ(ny) ou ﬂ(ny)>.
DoncVz € E,Vy € E, <ny = ﬁ(yR$)>.

Donc R est asymétrique.

si ' = (), alors R est symétrique et asymétrique |

Supposons qu’il existe au moins deux éléments distincts dans £. Notons-les x et y.

Considérons ' =

{(z;2); (z;9)} puis R = ((E; E);F>-

Ainsi, comme (z;z) € T, on a zRx donc R n’est pas antiréflexive donc elle n’est pas asymétrique

d’apres la prop. 84 p. 98.

Mais (z;y) € I'et (y; x) ¢ I' donc 2Ry et =(yRx) donc R n’est pas symétrique.

CQFD.
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4.6 Relations transitives

Définition 41 (Relations transitives)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur .

On dit que R est transitive si et seulement si
Ve e E\Vy € ENz € E, ((ny etyRz) = sz)

Exemple :

e La relation d’égalité est transitive d’apres la prop. 1 p. 3.

e La relation d’inclusion est transitive d’apres la prop. 3 p. 5.

e La relation d’inclusion stricte est transitive d’apres la prop. 4 p. 6.

e L’unique relation R sur () (unique d’apres la prop. 53 p. 62) est transitive puisque 1’assertion

Ve e ),Vy e, Vz e, <(x72y etyRz) = sz) est nécessairement vraie.

Contre-exemple :
e La relation d’appartenance n’est pas transitive.
Par exemple, si 'onprend £ = (), F = {0} et G = {{@}}, alorsona F € Fet ' € G mais pas £ € G.

Proposition 86 (Conditions de transitivité)

Soit £ un ensemble. Soit R une relation binaire sur £. Soit I' le graphe de R.
(1) R est transitive si et seulement si ‘R est transitive.
(2) R est transitive si et seulement si (['oT") C T

(3) R est transitive si et seulement si (R o R) < R.

@mmn
¢ (1):
On a les équivalences suivantes
R est transitive
<~ Vexe E,Vye E,VNz € F, <($Ry etyRz) = sz)

— Ve e E,\Vye E,N2€ E, <(yt7€x et 2'"Ry) = ztRx>
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< Ve € E\Vy€ E,Vz € FE, <(zt7€y ety 'Rz) = ztRx>

< Vze EYye€ E\Nz € E, <(zt7€y ety 'Rx) = ztRx>
<= 'R est transitive

On a donc ‘ R est transitive si et seulement si “R est transitive ‘

¢ (2):

e Supposons que F = ().
Dans ce cas 13, on a E? = () d’apres la prop. 35 p. 46.
Or, par définition I' C E?.

Donc I" C .
Donc I' = () d’apres la prop. 7 p. 8.
DoncT'ol'=0of) = (0=T.

42p.53
Donc I' o I' = I par transitivité de 1’égalité.

Donc I' o I < I par réflexivité de <.

De plus, comme E = (), il y a une unique relation binaire sur E (d’apres la prop. 53 p. 62).
Cette unique relation est donc ‘R.
Or on a vu dans les exemples de relations transitives que cette unique relation est transitive.

Donc R est transitive.

Ainsi, R est transitive et (I' o I') < T.

D’ou I’équivalence.

e Supposons que E # ().
Dans ce cas 13, on a E? # () d’apres la prop. 35 p. 46.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que R est transitive.

Soitu € E2.

Il existe donc x et z dans E tels que u = (z; 2).
Supposons que u € (I'o T').
Donc (z;y) € ("o T).
Donc x((E, E);To F)z.
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Ainsi,

Ainsi,

Ainsi,

Donc a:<(E; E); F) ° ((E; E); r) 2.
Donc 2R o Rz.
Donc il existe y € E tel que 2Ry et yRz.
Or, R est transitive.
Donc xR z.
Donc x((E, E); F)z.
Donc (z;z) € I.
Doncu € I.
Ainsi, Yu € E2, (ue Fol = ue F).
Donc (I'oI') CT.

si R est transitive, alors (I'o T") C T'|.

I

Supposons que (I'oT) C
< ((E

Donc ( );lo F)
or, ((E E); ror) — (B E
Donc (RoR) <( ; )
or, <(E E); r)

Donc (RoR) X R.

Montrons qu’alors R est transitive.
Soient x, y et z dans F.
Supposons que xRy et yRz.
Il existe donc y € E tel que xRy et yRz.
Donc (R o R)z.
Or,onaditque (RoR) < R.
Donc 2R z.
Donc (zRy et yRz) = zRz.
Ainsi, Vo € E,Vy € E,Vz € E, ((ny et yRz) = sz)

Donc ‘R est transitive.

si(I'oT") C T, alors R est transitive |.

R est transitive si et seulement si (I' o I') C I'|.

<E )J) ((EE) ):ROR.

105
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¢ 3):

On a les équivalences suivantes :

‘R est transitive
? (o) CT
— ((E E);FoF) < <(E; E);F)
= ((BE):T) o ((B:E)T) < (B E)T)
— RoR<LXR.

Ainsi, | R est transitive si et seulement si (RoR) x R |.
CQFD.

Proposition 87 (Transitivité et intersection)

Soit £ un ensemble. Soient R et S deux relations binaires sur F.

Si R et S sont transitives, alors R M S est transitive.

e Supposons que F = ().
Dans ce cas la, il y a une unique relation sur £ d’apres la prop. 53 p. 62.
En particulierbona R =S =R MnS.

D’ou I'implication.

e Supposons que E # ().

Supposons que R et S sont transitives.

Montrons qu’alors R M S est transitive.

Soient x, y et z dans E.
Supposons que z(RMS)y et y(RMS)z.
Donc 2Ry et xSy et yRz et ySz.
Donc <x7€y et sz) et (xSy et ySz).
Or, R et S sont transitives.
Donc xRz et 25z.
Donc (R M S)z.

Donc (zRMSyetyRMSz) = 2R M Sxz.
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Ainsi, Vo € E\Vy € E\Vz € E, <(mRﬁﬂSy etyRmSz) = xRﬁﬂSz).

Donc R M S est transitive.

Finalement, | si R et S sont transitives, alors R M S est transitive. ‘

CQFD.

4.7 Relations totales

Définition 42 (Relations totales)

Soit F un ensemble. Soit R une relation binaire sur F.

On dit que R est totale si et seulement si Vo € E,Vy € E, (ny ou ny) .

Exemple :
e L’unique relation R sur () (unique d’apres la prop. 53 p. 62) est totale puisque 1’ assertion

Vo e (,Vy €0, (ny ou ny) est nécessairement vraie.

Proposition 88 (Conditions de totalité)

Soit &/ un ensemble. Soit R une relation binaire sur £. Soit ' le graphe de ‘R.
(1) R est totale si et seulement si “R est totale.
(2) R est totale si et seulement si [' U ‘T = E2.

(3) Si R est totale, alors R est réflexive.

—— —

@mﬂm

¢ (1):

On a les équivalences suivantes

R est totale

<— Vre E,VyeE, (:I;Ry ou yR:z;)
<~ Ve e E,\VYyeck, (th:c ouxtRy>
— Ve e E,\VYyek, (:vtRy ou thx>
<= 'R esttotale
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Finalement, | R est totale si et seulement si ‘R est totale |.

¢ (2):
e Supposons E = ().
Dans ce cas la, F posséde une unique relation binaire d’apres la prop. 53 p. 62, qui est donc
R.
Or, on a dit dans les exemples de relations totales que cette unique relation est totale.

Donc ‘R est totale.

De plus, dans ce cas 13, on a E? = ()> = () d’apres la prop. 35 p. 46.
Or, I' C E? par définition d’un graphe.

Donc I" C (.
Donc I' = () d’apres la prop. 7 p. 8.
Donc ‘' =0 DoncTU T =0U = = =FE>

16 p. 16
Donc I' U 'T" = E? par transitivité de I’égalité.

Ainsi, R esttotale et ' U 'I" = E2.

D’ou

R est totale si et seulement si ' U 'T" = E?|.

e Supposons que E # ().
Dans ce cas 13, E? # () d’apres la prop. 35 p. 46.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que R est totale.

Par définition I est un graphe de F donc I' C E2.
Donc 'T' C E? par définition.
Donc I' U 'T" C E? d’apres la prop. 16 p. 16.
Il nous reste donc a prouver que I' U 'T' D E2.
Soitu € E2.
Il existe donc x et y dans F tels que u = (x;y).
On sait que R est totale.
Donc 2Ry ou yRz.
Donc 2Ry ou z 'Ry.
Donc (z;y) € T ou (z;y) € 'T.
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Donc (z;y) €e T U 'T.

Doncu € T U 'T.
Ainsi, V(z;y) € E?, (z;y) e TU T,
Donc U ‘T" D E?.
Donc 'U T = E2.

Ainsi, [si R est totale, alors ' U ‘T" = E?|.

Supposons que I' U 'T" = E£2.

Soient = et y dans F.

Par hypothése, on a donc (z;y) € T U 'T.

Donc (z;y) € T ou (z;y) € 'T.

Donc Ry ou x "Ry.

Donc 2Ry ou yRz.
Aﬂvaxezavyeza<nyouny)
Donc R est totale.
siC'U T = E?, alors R est totale ‘

Ainsi,

Finalement, | R est totale si et seulement si [ U " = E? ‘

¢ (3):
e Supposons que F = ().
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Dans ce cas 13, il n’y a qu’une seule relation binaire sur £ d’apres la prop. 53 p. 62. Cette

unique relation est donc k.

Or, on a vu que cette unique relation était réflexive et totale dans les exemples de ces

qualificatifs.

Donc R est réflexive et totale.

Donc |si ‘R est totale, alors R est réflexive |.

e Supposons que E # ().
Supposons que R est totale.
Donc pour tout z € E, on a xRz ou xRx.
Donc pour tout x € F, on a xRx.

Donc R est réflexive.

Ainsi, | s1 ‘R est totale, alors R est réflexive |.

CQFD.
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Proposition 89 (Totalité et finesse)

Soit £ un ensemble. Soient R et S deux relations binaires sur F.

Si R < S etsi R est totale, alors S est totale.

7 Dhornontsation

e Supposons que F = ().
Dans ce cas, il n’y a qu’une seule relation binaire sur £ d’apres la prop. 53 p. 62.
Donc R = S.
Donc R < & par réflexivité de <.

De plus, cette unique relation sur £ est totale d’apres les exemples de relations totales.

Donc R et S sont totales.

Finalement,on a R < S, et R et S sont totales.
Donc ‘ si R < S etsi R est totale, alors S est totale |.

e Supposons que E # ().
Supposons que R < S et que R est totale.
Soient x et y dans E.
Comme R est totale, on a xRy ou yRx.
Or,LR<S.
Donc xSy et ySz.
Ainsi, Vo € E,Vy € E, (xSy ou ny).

Donc S est totale.

Finalement, |si R < S et si R est totale, alors S est totale |.

CQFD.
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1 Généralités sur les applications

1.1 Relations fonctionelles

Définition 43 (Relations fonctionnelles)

Soient E et I’ deux ensembles. Soit R une relation binaire de £ dans F'.

On dit que R est fonctionnelle si et seulement si
Ve e E\Ny e F,Yy € F, ((ny etzRy) =y = y’).
— —

Exemple :
e Si £ = () ou F = (), alors il y a une unique relation binaire R de E dans F’ d’apres la prop. 53 p. 62.
Cette unique relation est alors fonctionnelle puisque les assertions

Ve e ),Vy € F,Vy € F, ((IRy etzRy) =y = y’>

etVe € E.Vy € 0,y € 0, ( (zRy et ¥Ry’) = y = ¢ ) sont nécessairement vraies.
Y

Proposition 90 (Existence de relations fonctionnelles)

Soient E et ' deux ensembles.

Alors il existe au moins une relation fonctionnelle de £ dans F'.

7 lrmonotsation

e Supposons que £ = ou F' = ).

Dans ce cas 13, il existe une unique relation binaire de £ dans F' d’apres la prop. 53 p. 62.

De plus, on a dit dans les exemples de relations fonctionnelles que cette unique relation était bien
fonctionnelle.

D’ou ’existence.

e Supposons que F # () et F' # ().
Soityp € F.Posons I' = {(z;y) € E X F' |y =1yo} puis R = ((E;F);F).
‘R est bien une relation binaire de £ dans F'.
Montrons qu’elle est fonctionnelle.
Soientx € E,y € F,y' € F.
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Supposons que xRy et xRy’ .

En particulier, (z;y) € I'et (x;y) € I'.
Donc y = yg ety = yo.

Donc y = /.

Ainsi, 2Ry et xRy = y =v/'.
Donc Vx € E,Vy € F,Vy € F, ((ny etzRy') =y = y’).

Donc R est fonctionnelle.
CQFD.

Proposition 91 (Composition de relations fonctionnelles)

Soient E, F' et (G trois ensembles.

Soient ‘R une relation binaire de E dans F', et S une relation binaire de F’ dans G.

Si R et S sont fonctionnelles, alors S o R est fonctionnelle.

7 Dhonorstratiion

e Supposons que £ = ou G = .

Dans ce cas 13, il n’y a qu’une seule relation binaire de £ dans G d’apres la prop. 53 p. 62.

Cette unique relation est donc S o R.

On a vu dans les exemples de relations fonctionnelles que cette unique relation était fonctionnelle.

Ainsi donc, S o R est fonctionnelle.

On a donc I'implication : ‘ si R et S sont fonctionnelles, alors S o R est fonctionnelle |.

e Supposons que E # () et G # ().
Dans ce cas 1, on a G2 # () d’apres la prop. 35 p. 46.

Supposons que R et S sont fonctionnelles.
Soientx € F,z€ Getz €.
Supposons que (S o R)z et x(SoR)z.
Donc il existe y et 3/ dans F tels que (a:Ry et ySz) et (mRy’ et 'Sz )

Donc <J;Ry et tRy ) et (ySz ety Sz )

Or, R est fonctionnelle, donc comme (:L'Ry et 2Ry ), onay =1y
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On a donc (ySz et ySz') .
Or, S est fonctionnelle, donc z = 2.
Donc Vr € E,Vz € G,VZ' € G, ((xSoRz etzSoRZ) = 2z = z’).

Donc S o R est fonctionnelle.

Ainsi,
CQFD.

si R et S sont fonctionnelles, alors S o R est fonctionnelle ‘

Proposition 92 (Relations fonctionnelles, finesse et intersection)

Soient £ et I’ deux ensembles. Soient R et S deux relations binaires de £ dans F'.

(1) Si R < SetsiS est fonctionnelle, alors R est fonctionnelle.

(2) Si R et S sont fonctionnelles, alors R M S est fonctionnelle.

Q@mmn
¢ (1):
e Supposons que ¥ = Qou F' = ).
Dans ce cas 1a, il n’y a qu’une seule relation binaire de £ dans ' d’apres la prop. 53 p. 62.
Cette unique relation est donc ‘R.
Or, on a vu dans les exemples de relations fonctionnelles que cette unique relation était
fonctionnelle.

Donc R est fonctionnelle.

On a donc I’'implication ‘ si R < S etsi S est fonctionnelle, alors R est fonctionnelle |.

e Supposons que E # () et F' # ().
Dans ce cas-1a, F? # () d’apres la prop. 35 p. 46.

Supposons que R < S et que S est fonctionnelle.

Soientx € E,y € Fety € F.
Supposons que xRy et Ry’
Par hypotheése,ona R < S.
Donc =Sy et zSy'.

Or, S est fonctionnelle.

Donc y = /.
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¢ (2):

CQFD.

Ainsi, (zRyetaRY') =y =1/

OnadoncVz € E,Vy € F,Vy € F, ((ny etzRy') =y = y’).

Donc R est fonctionnelle.

Finalement, |si R << S et si S est fonctionnelle, alors ‘R est fonctionnelle ‘

e Supposons que £ = () ou F' = ().

Dans ce cas 1, il n’y a qu’une seule relation binaire de £ dans F' d’apres la prop. 53 p. 62.
Cette unique relation est donc R M S.

Or, on a vu dans les exemples de relations fonctionnelles que cette unique relation était
fonctionnelle.

Donc R m S est fonctionnelle.

On a donc I'implication ’ si R et S sont fonctionnelles, alors R M S est fonctionnelle |.

e Supposons que E # () et F' # ().

Dans ce cas 13, on a F'? # () d’apres la prop. 35 p. 46.
Supposons que R et S sont fonctionnelles.

Soientx € E,y € Fety € F.
Supposons que z (RMS)yetz (RMS)y'.
Donc <:1:Ry et xSy) et <az7€y’ et a:Sy’).
En particulier, on a xRy et xRy’
Or, R est fonctionnelle.
Donc y = /.
Ainsi, Vo € E,Vy € F,Vy' € I, ((a:RﬁﬂSy etzRMSY) =y = y’).

Donc R m S est fonctionnelle.

Finalement, | si R et S sont fonctionnelles, alors R M S est fonctionnelle ‘
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1.2 Applications

Définition 44 (Applications)

Soient E' et F' deux ensembles. Soit f une relation binaire de E dans F'.

e On dit que f est une application de £ dans F’ si et seulement si :
(1) f est fonctionnelle

(2) dom (f) = E

e Dans ce cas 13, la condition (2) nous assure que tout élément = de £ est relié par f & un moins un

élément y de F', et la condition (1) nous assure que cet élément est unique.

e Pour x € F, on notera f(x) ’'unique y € F tel que x fy.

e Pour = € F, on dira que f(x) est I’'image de x par f.

e Pour z € F, on dira que x est un antécédent de f(z) par f.

e On notera f : £ — F pour signifier que f est une application de E dans F'.

EFE — F
e On notera parfois a la place de f.

z — f(z)

Exemple :

e Si E = (), alors I’'unique relation binaire f de F dans F est une application.

En effet, on a vu qu’elle était fonctionnelle.

De plus, dom(f) C E donc dom(f) C ) donc dom(f) = () d’apres la prop. 7 p. 8 donc dom(f) = E.

Donc f est une application.

4 Remarque 2

L’exemple précédent met 1’accent sur une propriété que nous utiliserons plusieurs fois par la suite :

pour tout ensemble F, il existe une unique application de () dans F.
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Proposition 93 (Existence d’applications)

Soient F et I’ deux ensembles.

Si E = () ou F # (), alors il existe au moins une application de £ dans F.

e Supposons FE = ().
Dans ce cas, il existe une unique application de E dans F' d’apres la remarque 2 page 116.

D’ou I’existence.

e Supposons que E # () et F' # ().
Soityo € F. Soit T = {(z:y) € E x F | y = yo}. Soit f = ((E; F);F).

On a vu lors de la démonstration de la proposition 90 page 112 que f était fonctionnelle.

Il reste donc a montrer que dom( f) = E.
On sait déja par définition de dom( f) que dom(f) C E.
Il suffit donc de montrer que £ C dom( f).
Soitx € E.
Ona (z;y0) € I
Donc f(x) = yo.
Donc il existe y € F tel que f(x) = y.
Donc z € dom(f).
Onadonc Vz € E,z € dom(f).
Donc E C dom(f).
Donc E = dom(f).

Donc f est une application.
D’ou I’existence.
CQFD.

<4 Remarque 3

Une relation binaire d’un ensemble £ dans /' est un couple ((E  F); F) oul'C Ex F.

OnaFE € {E}etF e {F}donc (E;F)e {E} x{F},etl' € P(E x F).

Ainsi, on peut dire qu’une relation binaire de £ dans F' est un élément de ({E} x {F }) X P(E x F)

J
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& Notation
e Soient F et F deux ensembles. On notera A(E — F') I’ensemble des applications de E dans F'.

Onaen fait A(E — F) = {f € ({E} X {F}) X P(E x F) | f estune application}.

On le notera aussi F'F.

e La plupart des auteurs notent cet ensemble F(E; F') ou encore A(E; F).

Proposition 94 (Egalité entre applications)

Soient E, E’, F et I’ quatre ensembles. Soient f : £ — Fetg: E' — F'.

On a alors f = g si et seulement si :
(1) E=F
(2) F=F
(3) Vz € E, f(z) = g(x)

D’apres la proposition 50 page 60, on a f = g si et seulement si £ = E’, F' = F’ et leurs graphes sont

égaux.

On se place dans le casout £ = E' et F' = .
Notons [" le graphe de f, et X le graphe de g.
11 nous suffit donc de montrer que I' = ¥ si et seulement si Vz € E, f(z) = g(x).

e Supposons que £ = ) ou que F' = 0).
Dans ce cas 13, £ x F' = () d’apres la prop. 35 p. 46.
Or, ' C F x F par définition.
Donc I" C .
Donc I'' = () d’apres la prop. 7 p. 8.

De méme, comme FF = F' et F = F’,ona E' x F' = ().
Or, ¥ C E' x I par définition.

Donc X C (.

Donc ¥ = () d’apres la prop. 7 p. 8.

Ainsi, [ =0 =Y donc [ = X.
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De plus, comme E = (), I'assertion Va: € F, f(x) = g(z) est vraie.

On a donc bien I’équivalence I' = ¥ <= Vx € E, f(x) = g(x).

D’ou I’équivalence que I’on voulait montrer.

e Supposons que E # () et F' # ().
Raisonnons par double implications :

Supposons que I' = ..

Soitz € E.

Par définition, f(x) est I'unique y € F tel que x fy.
Donc f(x) est 'unique y € F'tel que (z;y) € I
Donc f(z) est 'unique y € F' tel que (z;y) € X.

Or, g(x) est 'unique y € F tel que xgy.
Donc g(x) est 'unique y € F'tel que (x;y) € 2.

D’aprés ce que I’on vient de dire, on a donc f(z) = g(x).

Ceci étant vrai pour tout z € E, onaVx € E, f(x) = g(z).
Ainsi, si ' = ¥, alors Vo € E,| f(z) = g(z).

Supposons que Vx € E, f(x) = g(x).

Soit z € F x F.1llexistedonc z € Eety € F tels que z = (z;y).
On a les équivalence suivantes :

zel

(ry) €T

zfy

y=f(z)

y = g(x) par hypothese

xgy

(r;y) € &

FASDY

[ A
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Ainsi,Vz € E x F, (zer — zEE).
Donc T = X.
Ainsi, siVr € E, f(x) = g(x), alors I = X.

Finalement, I' = ¥ si et seulement Vo € E, f(z) = g(x).
D’ou I’équivalence recherchée.
CQFD.

Définition 45 (Point fixe)

Soient £ et F' deux ensembles tels que £/ C F'.
Soitzy € E. Soit f : B — F.

On dit que x( est un point fixe de f si et seulement si f(xy) = zo.

On note Fix(f) I’ensemble des points fixes de f : ainsi Fix(f) = {z € E | f(x) = x}.
— ~

1.3 Applications particulieres

Définition 46 (Application identité)

Soit £ un ensemble.
EF — FE
On appelle application identité sur £ I’application
r —— X
On la note plutét idg. Ainsi, Vo € E,idg(z) = x.
— ——

Proposition 95 (Identité et graphe)

Soit £ un ensemble. Soit A la diagonale de E?.

Ap est le graphe de idg.
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e Supposons que F = ().
En particulier, le graphe de idg et Ag sont égaux.
e Supposons que F # ().

Dans ce cas 13, E? # () d’apres la prop. 35 p. 46.
Notons I' le graphe de idg.

On a les équivalences suivantes :

zel

— (z;y) el

<~ idg(r) =y

— T=Y

— (1Y) € Ag

<— z€ Ag
DochzeE2,<zeF — zeAE).
DoncI' = Ag.
CQFD.

Définition 47 (Applications constantes)

Soient E' et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

121

Dans ce cas 13, il n’y a qu’un seul graphe sur £ d’apres la prop. 39 p. 50.

Soit 2 € E?. Il existe donc z € E ety € E tels que z = (7).

On dit que f est constante si et seulement s’il existe ¢ € F'tel que Vz € E, f(z) = c.

Définition 48 (Injection canonique)

Soient I et F' deux ensembles non vides tels que &2 C F'.

E — F
On appelle injection canonique de £ dans F' I’application
r —
— ——
Remarque :

L’injection canonique de £ dans £ est tout simplement I’identité sur £.
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Définition 49 (Projections cartésiennes)

Soient E et F' deux ensembles non vides.

ExF — FE
¢ On appelle projection cartésienne gauche de £/ x F'I’application

(;y) — =

ExF — F
¢ On appelle projection cartésienne droite de £/ x F'I’application
(z;y) — vy
— ——

1.4 L’axiome du choix

Axiome 7 (du choix)

Soit E un ensemble. Soit X = E — {0}.

Alors il existe f : X — | X telle que pour tout A € X, f(A) € A.

i® Pour la petite histoire

Ernst Zermelo (1871-1953) est un mathématicien allemand. Il s’est principalement intéressé aux fonda-
tions des mathématiques et a la philosophie. Il a donné des développements importants a la théorie des

ensembles et fut un des précurseurs de la théorie des jeux.

L’axiome du choix a pour la premiere fois été formulé par Ernst Zermelo en 1904 pour la démonstration

du théoreme de Zermelo que nous verrons plus tard.
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2 Composition d’applications

2.1 Composition

Proposition 96 (Composition d’applications)

Soient F, F' et G trois ensembles. Soient f : £ — Fetg: ' — G.

Alors g o f est une application de E dans G.

123

@mmm
Par hypothese, f est une application donc en particulier f fonctionnelle.

De méme, g est une application donc g est fonctionnelle.

Donc d’apres la prop. 91 p. 113, g o f est fonctionnelle.
Il reste donc a montrer que dom(g o f) = F.

e Supposons que F = ().
On sait que dom(g o f) C F par définition du domaine.
Donc dom(g o f) C 0.
Donc dom(g o f) = () d’apres la prop. 7 p. 8.
Donc dom(g o f) = E.
e Supposons que E # ().
On sait déja que dom(g o f) C E par définition du domaine.

Il nous reste donc a montrer que £ C dom(g o f).

Soitx € E.

Par définition, en posant yo = f(x), on a x fyo.
Par définition, en posant zo = ¢(yo), on a yogzo-
Ainsi, il existe y € F' tel que = fy et ygzo.

Donc z(g o f)zp.

Donc il existe z € G tel que z(g o f)z.

Donc z € dom(g o f).

Donc Vz € E,x € dom(go f).
Donc E C dom(g o f).
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Donc E = dom(g o f).

Donc ‘ g o f est une application ‘
CQFD.

Proposition 97 (Autre écriture de la composée d’applications)

Soient F, F' et GG trois ensembles. Soient f : £ — Fetg: F — G.

EFE — ¢
Onaalors Vo € E,(go f)(x) = g(f(z)). Autrement dit, g o f =

z — g(f(x))

e Si £/ = (), ¢’est immédiat puisqu’il n’y a alors qu’une seule relation binaire de F dans G d’apres la

prop. 53 p. 62 donc g o f et celle-ci sont égales.

e Supposons que E # ().
Soitz € F.

Posons zy = g(f(x)) et yo = f(x).
On a donc 2y = g(¥o) donc ypg2o.
On a aussi yp = f(x) donc z fy,.

Ainsi, il existe y € F'tel que = fy et ygzo.
Donc z(g o f)zp.

Or, g o f est une application donc (g o f)(x) est 'unique z € G tel que x(g o f)z.
Donc zg = (g o f)(x).

Or, par définition 2y = g(f(z)).

Done g(f(x)) = (g0 f)(x).

CQFD.
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Proposition 98 (Neutralité de I'identité)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

(I)Ona foidg = f.

On dit que idg est neutre a droite pour la composition d’applications.

(2)Onaidpo f = f.

On dit que idr est neutre a gauche pour la composition d’applications.

(3) Soitg : E — E.
Onaalors goidg = g =idg o g.

On dit que idg est neutre pour la composition d’applications de £ dans E.

7 Dhornenstratiion

e Supposons que F = ().
Dans ce cas 13, il n’y a qu’une seule relation de £ dans F' d’apres la prop. 53 p. 62.
En particulier, f oidg = f = idp o f d’ou (1) et (2).

De méme, il n’y a qu’une seule relation de £ dans E et donc g o idp = g = idg o g d’ou (3).

e Supposons que E # ().
¢ (1):
Soit z € E. On a les égalités suivantes :

(f 0idg)(z) fldp(z)) = f(z).

97 p. 124 46p. 120

Donc (f oidg)(z) = f(x).

Ceci étant vrai pour tout x € E,onaVz € E, (f oidg)(z) = f(x).

Donc d’apres la prop. 94 p. 118.

Soit z € E. On a les équivalences suivantes :

(idpo fi(x) = ide(f(z)) = f(z).

7p. 124 46 p. 120

Donc (idr o f)(z) = f(x).

Ceci étant vrai pour tout z € E,onaVz € F, (idr o f)(z) = f(z).
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Donc d’apres la prop. 94 p. 118.

¢ (3):
Ici, on utilise (1) et (2) avec £ = F et en utilisant g a la place de f.

Ainsi,onagoidg = ¢ = idg o g.
9N 59 510

CQFD.

Définition 50 (Applications idempotentes)

Soit E un ensemble. Soit f : £ — E.

On dit que f est idempotente si et seulement si f o f = f, autrement dit f? = f.

Exemple :

e [’application identité sur £ est idempotente puisque neutre : idg o idg = idg d’apres la prop. 98 p. 125.

Définition 51 (Applications qui commutent)

Soit E un ensemble. Soient f : £ — Eetg: E — E.

On dit que f et g commutent si et seulementsi fog=go f.

Exemple :

e [’identité sur £/ commute avec toute application de £ dans E d’apres la prop. 98 p. 125.

Proposition 99 (Image d’une composition)

Soient F, F' et GG trois ensembles non vides. Soient f : £ — Fetg: F — G.

On a alors im(g o f) C im(g).

7 Dhrnonstration
Soit z € G.
Supposons que z € im(g o f).
Il existe donc x € E tel que z = (g o f)(x).

Donc z = g(f(x)).
Posons yo = f(z) € F.
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On adonc z = g(yo)-

Il existe donc y € F tel que z = g(y).
Donc z € im(g).
Donc si z € im(g o f), alors z € im(g).
Donc Vz € G, (z €im(go f) =z € im(g)).

Donc [im(g o f) C im(g)|.

2.2 Inverse

Définition 52 (Applications inversibles)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

(1) On dit que f est inversible a droite si et seulement s’il existe g : F' — FE telle que f o g = idp.

On dit alors que g est un inverse a droite de f, ou encore que g est une section de f.

(2) On dit que f est inversible a gauche si et seulement s’il existe b : ' — FE telle que ho f = idg.

On dit alors que & est un inverse a gauche de f, ou encore que h est une rétractation de f.

(3) On dit que f est inversible si et seulement si f est inversible a droite et & gauche.

— ~

Exemple :

e Pour un ensemble £, idg est inversible puisque idg o idg = idg d’apres la prop. 98 p. 125.
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Proposition 100 (Unicité des inverses)

Soient E' et F' deux ensembles. Soit f : E — F.Soientg: F — Feth: F — E.

Supposons que f est inversible.

(1) Si g est un inverse a droite de f, et si h est un inverse a gauche de f, alors g = h.
(2) Si g et h sont des inverses a droite de f, alors g = h.

(3) Si g et h sont des inverses a gauche de f, alors g = h.

Autrement dit, si f est inversible, alors il n’existe qu’une seule application qui soit inverse de f, que

¢a soit a gauche ou a droite.

@mmam
¢ ():
Supposons donc que f o g =idp etque ho f = idg.

On a les égalités suivantes :

gegflzsldEog:(hof)ogszijé

Donc .

¢ (2):
Supposons donc fog =idpet f o h =idp.

ho(fog):hoidp9 =

8 8p. 125

Par hypothese, f est inversible donc est aussi inversible a gauche.

Soit ¢ : F' — E une inverse a gauche de f.

D’apres (1),ona g =ieth =i.

Donc on a par transitivité de 1’égalité.

¢ (3):
Supposons donc que go f =idgetho f = idg.
Par hypothese, f est inversible donc est aussi inversible a droite.

Soit 7 : F' — F une inverse a droite de f.

D’apres (1), onai = geti = h.
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Donc on a par transitivité de 1’égalité.

| CQFD.

Définition 53 (Inverse d’une application)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

Si f est inversible, alors la proposition précédente nous assure que :
— il existe une unique application a la fois inverse a gauche et a droite de f
— c’est aussi la seule application inverse a gauche de f

— c’est aussi la seule application inverse a droite de f

On dira que cette application est ’inverse de f, et on la notera f~!.
Ainsi, fo f~l =idret flo f =idg.

Proposition 101 (Involution de I'inverse)

Soient £ et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

Si f est inversible, alors £~ est inversible, et (f~1)~" = f.

On dit que le passage a I’inverse est une involution.
\_ J

W Dhrmonstsatiin

Supposons que f est inversible.

Donc fo f! =idpet f~'o f =idg.
Donc par définition de Iinversibilité, f~! est inversible et ( f *1)_1 = f.
CQFD.

Proposition 102 (Inverse d’une composée d’applications)

Soient F, F' et (G trois ensembles. Soient f : F — Fetg: FF — G.

Si f et g sont inversibles, alors g o f est inversible et (g o f)™! = f~1o g™l
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Supposons que f et g sont inversibles.

On a alors les égalités suivantes :
(gof)o(fTog™)
= ((g of)of _1) o g~! par associativité de la composition d’applications
= (g o(fof™ ) o g~! toujours par associativité de la composition
= (g oidr) o g~! par définition de f~!
= g o g~ ! par neutralité a droite de id

= idg par définition de g~ L.

Ainsi, (go f)o (flog™) =1idg.
En particulier, g o f est inversible a droite, et f~! o g~! en est une inverse a droite.

De méme, on a les égalités suivantes :

(fTtog ) ol(gof)

1o (g*l o(gof )> par associativité de la composition

1o ( (g7tog)o f) toujours par associativité de la composition

1o (idp o f) par définition de g~ *

I
- =

~1 o f par neutralité a gauche de idy

= idp par définition de f~'.

Ainsi, (f"tog o (go f)=1idg.
En particulier, g o f est inversible a gauche, et f~! o g~! en est une inverse a gauche.

Ainsi, g o f est inversible a gauche et a droite donc ’ g o f estinversible ‘

De plus f~! o g est un inverse a gauche (et a droite) de g o f.

Or, par définition de (g o f)™!, c’est le seul inverse a gauche (et a droite) de g o f.
Donc|(go f)™' = flog™t|
CQFD.
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Proposition 103

Soient F, F' et (G trois ensembles. Soient f : F — Fetg: FF — G.

(1) Si f et g o f sont inversibles, alors g est inversible.

(2) Si g et g o f sont inversibles, alors f est inversible.
\ J/

Q@mmn

¢ (1):

Supposons que f et g o f sont inversibles.

Donc f~! et g o f sont inversibles d’apres la prop. 101 p. 129.
Donc (g o f) o f~! est inversible d’apres la prop. 102 p. 129.
Or, (gof)oft=go(fofl)=goidr=y.

Donc g est inversible.

¢ (2):

Supposons que g et g o f sont inversibles.

Donc g~! et g o f sont inversibles d’apres la prop. 101 p. 129.
Donc g~ ! o (g o f) est inversible d’apres la prop. 102 p. 129.
Or,glo(gof)=(gtog)of=idro f=F.

Donc f est inversible.

CQFD.
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Proposition 104 (Composition et inversibilité a gauche et a droite)

Soient E, F' # () et G # () trois ensembles. Soient f : E — Fetg: F — G.

Inversibilité a gauche

(1) Si f et g sont inversibles a gauche, alors g o f est inversible a gauche.

(2) Si g o f est inversible a gauche, alors f est inversible a gauche.

Inversibilité a droite

(3) Si f et g sont inversibles a droite, alors g o f est inversible a droite.

(4) Si g o f est inversible a droite, alors g est inversible a droite.

Inversibilité a gauche et a droite

(5) Si f est inversible a droite et g o f est inversible a gauche, alors g est inversible & gauche.

(6) Si g est inversible a gauche et g o f est inversible a droite, alors f est inversible a droite.

@mmm

¢ (1):

Supposons que f et g sont inversibles a gauche.

Il existe donc hy : ' — Eethy,: G — Ftellesque hyo f =idgethyo g =idp.
Alors (hfohg)o(go f) =hso(hyog)of=hpoidpo f=hso f=idg.
Donc (hfohy)o(go f) =idg.

Donc il existei: G — FE tellequeio (go f) = idg.

Donc ‘ g o f estinversible a gauche ‘

¢ (2):
Supposons que g o f est inversible a gauche.
Il existe donc h : G — E'telleque ho (go f) = idg.

Donc (h o g) o f = idg par associativité de la composition.

Donc il existe i : F' — E'telleque¢o f = idg.
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Donc ‘ f estinversible a gauche |.

¢ (3):

Supposons que f et g sont inversibles a droite.

Il existe donc hy : ' — Eethy,: G — Ftellesque fohy =idpetgoh, =idg.
Donc (go f)o(hfohy) =go(fohs)ohy,=goidpoh,=goh,=idg.
Donc (g o f) o (hfoh,) =idg.

Donc il existe i : G — FE telle que (g o f) oi = idg.

Donc ‘ g o f estinversible a droite ‘

¢ (4):

Supposons que g o f est inversible a droite.

Il existe donc h : G — E'telle que (g o f) o h = idg.
Donc g o (f o h) = idg par associativité de la composition.

Doncil existe 7 : G — F telle que g o @ = idg.

Donc ‘ g est inversible a droite ‘

¢ (5):

Supposons que f est inversible a droite et que g o f est inversible a gauche.
Ilexistedonc h: FF — Eeti: G — Etellesque foh=1idpetio(go f)=1idg.
Donc i o g o f = idg par associativité de la composition.

Donciogo foh=idgoh.

Donc i o go f oh = h par neutralité de idg.

Donc i o go (f oh) = h par associativité de la composition.

Donc i o g oidp = h par définition de h.

Donc i o g = h par neutralité de idp.

Donc foiog= foh.

Donc f o1 o g = idp par définition de h.

Donc (f oi) o g = idp par associativité de la composition.

Donc il existe j : G — F'telle que j o g = idp.

Donc ‘ g est inversible a gauche |.

¢ (6):
Supposons que ¢ est inversible a gauche et que g o f est inversible a droite.
Ilexistedonc h : G — Feti: G — Etellesque hog =idpet(go f)oi=1idg.

Donc g o f o1 = idg par associativité de la composition.

Donc hogo foi=hoidg.
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Donc h o g o f oi = h par neutralité de id¢.

Donc (h o g) o f oi = h par associativité de la composition.
Donc idgp o f o4 = h par définition de h.

Donc f o ¢ = h par neutralité de idp.

Donc foiog=hog.

Donc f oo g = idp par définition de h.

Donc f o (iog) = idp.

Donc il existe j : F' — FE telle que f o j = idp.

Donc ‘ f estinversible a droite ‘
CQFD.

2.3 Régularité

Définition 54 (Applications réguliéeres)

Soient E et F' # () deux ensembles. Soit f : E — F.

(1) On dit que f est réguliere a gauche (ou simplifiable a gauche) si et seulement si

pour tout ensemble G ettout g : G — Feth: G — E, (fog:foh) = g = h.

(2) On dit que f est réguliere a droite (ou simplifiable a droite) si et seulement si
pour tout ensemble G ettout g : ' — Geth: ' — G, (gof = hof) =g =h.

(3) On dit que f est réguliere (ou simplifiable) si et seulement si f est réguliere a gauche et a droite.

Exemple :

e Pour un ensemble £/, I'identité sur £ est réguliere.

Proposition 105 (Inversibilité et régularité)

(1) Une application inversible a gauche est réguliere a gauche.
(2) Une application inversible a droite est réguliere a droite.

(3) Une application inversible est réguliere.
\ J/
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Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

¢ (1):
Supposons que f soit inversible a gauche. Soit ¢ une inverse a gauche de f.

Soit G un ensemble. Soient g : G — Eeth: G — Etellesque fog = foh.
dgog = (iof)og = io(fog)=io(foh) = (iofjoh=
58 p.

Onaalorsg = =
98 8 58 p. 68

p. 125

ldE oh = h.

98 p. 125
Donc g = h.

Ainsi, pour tout ensemble G ettoutes g : G — Eeth: G — FE,si fog= foh,alors g = h.

Donc ‘ f estréguliere a gauche |.

¢ (2):
Supposons que f soit inversible a droite. Soit ¢ une inverse a droite de f.

Soit G un ensemble. Soient g : F' — Geth: F' — Gtellesque go f = ho f.
(gofloi=(hof)oi = ho(foi)=

1 = idp = J
Onaaorsg%phlzsgoldzf go(foi) 58 p. 68
hoidF -

98 p. 125
Donc g = h.

58 p. 68

Ainsi, pour tout ensemble G ettoutes g : F' — Geth: F — G,sigo f = ho f,alors g = h.

Donc ‘ f est réguliere a droite |

¢ (3):
Supposons que f est inversible.
En particulier, f est inversible a gauche donc f est réguliere a gauche d’apres (1).

De méme, f est inversible a droite donc f est réguliere a droite d’apres (2).

f estréguliere ‘

Ainsi, comme f est réguliere a gauche et a droite,

CQFD.

Remarque :
On verra la réciproque de cette proposition lorsque 1’on abordera la notion d’injectivité, de surjectivité et de

bijectivité.
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Proposition 106 (Régularité et idempotence)

Soit £ un ensemble.

(1) idg est la seule application de E dans E qui est a la fois idempotente et réguliere a gauche.

(2) idg est la seule application de F dans E qui est a la fois idempotente et réguliere a droite.

(3) idg est la seule application de E dans E qui est a la fois idempotente et réguliere.

@W%&W

¢ (1):

Soit f : £ — F.

Supposons que f est idempotente et réguliere a gauche.
On sait f est idempotente, donc fo f = f o8 ;25 foidg.
Donc fo f = foidg.

Or, f est réguliere a gauche.

Donc .

¢ (2):
Soit f : EF — E.
Supposons que f est idempotente et réguliere a droite.

_idgo f.

On sait que f est idempotente, donc fo f = f 0
p. 125

Donc fo f =idgo f.

Or, f est réguliere a droite.

Donc .

¢ (3):

Soit f : EF — E.

Supposons que f est idempotente et réguliere.

En particulier, f est idempotente et réguliere a gauche.

Donc d’apres (1).

CQFD.
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4 Remarque 4

La proposition 105 page 134 nous dit qu’inversibilité implique régularité. On peut donc réinterpréter la
proposition précédence avec I’inversibilité :

Soit £/ un ensemble.

(1) idg est la seule application de E dans £ qui est a la fois idempotente et inversible a gauche.

(2) idg est la seule application de E dans E qui est a la fois idempotente et inversible a droite.

(3) idg est la seule application de E dans E qui est a la fois idempotente et inversible.

2.4 Involution

Définition 55 (Involution)

Soit E un ensemble. Soit f : £ — E.

On dit que f est une involution si et seulement si f o f = idg, que I’on peut aussi écrire f2 = idg.
Autrement dit, Vz € E, f(f(z)) = «.

Exemple :

e [’identité sur F est involutive puisque idg o idg = idg.

e Le passage au complémentaire d’un ensemble est involutif d’apres la prop. 27 p. 35.
e Le passage a la relation complémentaire est involutif d’apres la prop. 65 p. 73.

e Le passage au graphe transposé est involutif d’apres la prop. 46 p. 56.

e Le passage a la relation transposée est involutif d’apres la prop. 61 p. 71.

Proposition 107 (Inversibilité des involutions)

Soit E un ensemble. Soit f : £ — E.

f est une involution si et seulement si f est inversible et f~! = f.
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Supposons que f est une involution.

Donc fo f =idg.

Donc il existe une application g : £ — FE telleque fog=1idg = go f.
Donc f est inversible.

De plus, comme f o f =idg,ona f~' = f.

Réciproquement, si f est inversible et f~ = f, alors f o f = idg et donc f est une involution.

CQFD.

Proposition 108 (Propriétés des involutions)

Soient F et F' # () deux ensembles. Soient f : £ — E,g: E — Eeth: E — F.

(1) Si f et g sont des involutions, alors ( g o f estune involution si et seulement si f et g commutent

(2) Si f est une involution, alors ( g o f estune involution si et seulementsigo fog = f )

(3) Si f est une involution et si & est inversible, alors i o f o h™! est une involution de F.

Q@mmn
¢ (1):
Supposons que f et g sont des involutions.
f et g sont donc inversibleset f~1 = fetg™! = g.
Donc d’apres la proposition 102 page 129, g o f estinversible et (go f)™ ' = fLog L.

Raisonnons par double implication :
Supposons que g o f est une involution.
Onadonc (go f)™' =go f.
On peut donc en déduire les égalités suivantes :
gof
= (g o f)~! puisque g o f est une involution

= f~tog ! d’apres la prop. 102 p. 129

= f o g puisque f et g sont des involutions
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Donc par transitivité, go f = f o g.
Donc f et g commutent.

Ainsi, si g o f est une involution, alors f et g commutent.

Supposons que f et g commutent.
Onadoncgo f= fog.
On a donc les égalités suivantes :
(go )~
= f~1og~! d’apres la prop. 102 p. 129
= f o g puisque f et g sont des involutions
= g o f puisque f et g commutent
Donc par transitivité (go f)~! =go f.

Donc g o f est une involution.

Ainsi, | f et g sont des involutions = ( g o f estune involution <= f et g commutent ) .

¢ (2):
Supposons que f est une involution.

En particulier, f est inversible et f~!.

Raisonnons par double implications :
Supposons que g o f est une involution.
En particulier, g o f estinversible et (go f)™! = go f.
Donc (go f)o(go f) =idg.
Donc go f o go f = idg puisque la composition est associative.
Doncgo fogo fof=idgo f.
Donc go fogo fo f= f parneutralité¢ de I'identité.
Donc go fogo (fo f)= f puisque la composition est associative.
Donc go fogoidg = f puisque f o f = idg puisque f est une involution.
Donc g o f o g = f par neutralité de I’identité.

Ainsi, si g o f est une involution, alors (g o f) o g = f.

Supposons que go fog = f.
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Doncgo fogo f= fof.

Donc go fogo f =idg puisque f o f = idg puisque f est une involution.
Donc (g o f) o (go f) = idg puisque la composition est associative.

Donc g o f est une involution.

Ainsi, sigo fog = f,alors g o f estune involution.

Finalement, | f est une involution = ( g o f estune involution <= go fog=f )

¢ (3):
Supposons que [ est une involution et que A est inversible.
On a alors les égalités suivantes :
(hofoh™)o(ho foh™)

=hofoh toho foh ! parassociativité de la composition
=ho fo(h toh)o foh™! parassociativité de la composition
= ho foidgo f oh™! par définition de h~!
= ho fo foh ! parneutralité de id
= ho (fo f)oh™! par associativité de la composition
= hoidg o h™! puisque f o f = idg puisque f est une involution
= h o h™! par neutralité de id
= idp par définition de h~*

Donc (ho foh™)o(ho foh™) =idp.

Donc h o f o h™! est une involution.

Donc ( f estune involution et A est inversible > = h o f o h~! est une involution |.

CQFD.
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3 Injectivité, surjectivité, bijectivité

3.1 Injectivité

Définition 56 (Injectivité)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

e On dit que f est injective si et seulement si Vo € E Va2’ € E, (f(:v) = f(2) =z = x’)

ou de maniére équivalente, Vo € E,Va' € E, (1‘ # 2 = f(z) # f(2')
e Ainsi, f estinjective si et seulement si tout élément de F' est "atteint" au plus une seule fois par f.
e On dit aussi que f est une injection (de £ dans F).

e On note parfois f : £ — F.

Exemple :
e L’identité sur FE est injective puisque si idg(z) = idg(2’), alors z = idg(x) = idg(2’) = .
e Si E = (), alors I’'unique application f de E dans F' (unique d’aprés la remarque 2 page 116) est injective

puisque I’assertion Vo € 0, Va' € (), <m #1' = f(z) #£ f(a )) est nécessairement vraie.

Proposition 109 (Injectivité et régularité a gauche)

Soient F et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

f estinjective si et seulement si f est réguliere a gauche.

Raisonnons par double implication.
Supposons que f est injective.

Soient G un ensemble, g : G — Eeth: G — Etelsque fog= foh.

e Si G = (), alors il n’existe qu’une seule application de G dans E d’apres la remarque 2 page
116.
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En particulier, g = h.

e Supposons que G # ().
Soit z € G.
Onadonc (fog)(x) = (foh)(zx).
Donc f(g(x)) = f(h(x)).
Or, f est injective.
Donc g(z) = h(x).
Donc Vz € G, (g(m) = h(x))
Donc g = h d’apres la prop. 94 p. 118.

Ainsi, VG, Vg : G — E,Yh: G — E, (fog:foh:>g:h).

Donc f est réguliere a gauche.

Ainsi, si f est injective, alors f est réguliere a gauche.

Supposons que f est réguliere a gauche.

Soient = et ' dans E tels que f(x) = f(2').

Posons G = {0}.

Soit g : G — F définie par g(0)) = x.

Soit h : G — E définie par h(()) = 2’

On adone (f o g)(0) = f(g()) = f(x) = (') = F(B(0)) = (f o h)(D).
Donc Vz € G, ((f 0g)(z) = (fo h)(z)).

Donc f o g = f o h d’apres la prop. 94 p. 118.

Or, f est réguliere a gauche.

Donc g = h.
Donc z = g(0) = h(0) = 2.
Donc = = 2’

Donc Vz € E,V2' € E, (f(x) =f(2') =2 = x’).

Donc f est injective.

Ainsi, si f est réguliere a gauche, alors f est injective.

Finalement, | f est injective si et seulement si f est réguliere a gauche |.
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CQFD.

Proposition 110 (Injectivité et inversibilité a gauche)

Soient E' et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

f estinjective si et seulement si f est inversible a gauche.

W Dhosrsonstation

Raisonnons par double implications.
Supposons que f est injective.
Construisons explicitement une g : /' — F telleque g o f = idg. Soitc € E.
Soity € F.
e Siy € im(f), l'injectivité de f nous assure que y n’admet qu’un seul antécédent x,, par f.
On pose donc g(y) = z,.
e Siy ¢ im(f), alors il suffit de poser g(y) = c.
g: F — FE
Ainsi, on a posé z, siy€im(f)
y —
¢ siy¢im(f)
Finalement, pour tout x € F,ona (go f)(z) = g(f(2)) = ().
Or, 2 4(, est I'unique antécédent de f(x) par f, et x aussi, donc x ) = .
Donc (g o f)(z) = x.
Ainsi, Vx € E,(go f)(z) = x = idg(x).
Donc g o f = idg.
Donc f est inversible a gauche.
Supposons que [ est inversible a gauche.
Ilexistedonc g : F' — E'telleque go f = idg.
Soient = et ' dans E tels que f(x) = f(2').
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On a alors g(/ (x)) = g(f(@")).
Onadonc « = ids(z) = (g0 f)(2) = g(/(x)) = g(f(2")) = (g0 f)(&') = idu(’) = '

Donc z = 2.

Ainsi, Vo € EV2' € F, (f(x) =f(2) =z = x’).

Donc f est injective.

Finalement,
CQFD.

f estinjective si et seulement si f est inversible a gauche|.

Enoncons la version compléte de la propriété (1) de la proposition 105 page 134.

Proposition 111 (Inversibilité a gauche et régularité a gauche)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F.

f est inversible a gauche si et seulement si f est réguliere a gauche.

Raisonnons par double implications :
C’est la proposition 105 page 134.

Supposons que f est réguliere a gauche.
Donc f est injective d’apres la prop. 109 p. 141.

Donc f est inversible a gauche d’apres la prop. 110 p. 143.

Ainsi, si f est réguliere a gauche, alors f est inversible a gauche.

Finalement,
CQFD.

f estinversible a gauche si et seulement si f est réguliere a gauche |.

On peut schématiser ce que 1’on vient de montrer par le graphe suivant, qui nous montre que ces trois notions

désignent en fait un méme concept :

Injectivité

110 p. 143 109 p. 141

111 p. 144

[Inversibilité a gauche]<—>[ Régularité a gauche]
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Proposition 112 (Injectivité et composition)

Soient E, F' # () et G # () trois ensembles. Soient f : E — Fetg: F — G.
(1) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

(2) Si g o f estinjective, alors f est injective.
\ J/

Nous pourrions utiliser les points (1) et (2) de la proposition 104 page 132.

Nous allons cependant démontrer ces résultats en utilisant directement la définition d’injectivité.

¢ (1):
e Supposons que F = ().
Dans ce cas 13, il n’y a qu’une seule application de £ dans G d’apres la remarque 2 page 116.
C’estdonc g o f.
De plus, on a vu dans les exemples d’applications injectives que cette unique application était
injective.

Donc g o f est injective.

Donc ‘ si f et g sont injectives, alors g o f est injective |.

e Supposons que E # ().
Supposons f et g sont injectives.
Soient = et ' dans E.
Supposons que (g © /)(x) = (g © f)(')
Donc g(f(x)) = g(f(z")) d’apres la prop. 97 p. 124.
Or, g est injective.
Donc f(z) = f(2').
Or, f est injective.
Donc z = '
Donc si (go f)(x) = (go f)(a'), alors x = 2.
Donc Vz € E,V2' € E, ((go )= (gof)a) == x’).

Donc g o f est injective.

Donc ‘ si f et g sont injectives, alors g o f est injective ‘
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¢ (2):
e Supposons que F = ().
Dans ce cas 1, il n’y a qu’une seule application de £ dans F' d’apres la remarque 2 page 116.
C’est donc f.
De plus, on a vu dans les exemples d’applications injectives que cette unique application était
injective.

Donc f est injective.

Donc ’ si g o f estinjective, alors f est injective |.

e Supposons que F # ().
Supposons que g o f est injective.

Soient x et 2’ dans F.

Supposons que f(z) = f(z').
Donc g(f(x)) = g(f(2")).
Donc (go f)(z) = (g o f)(2") d’apres la prop. 97 p. 124.
Or, g o f est injective.
Donc = = «'.
Doncsi f(xz) = f(2'), alors x = 2.
Donc Vz € E,V2' € E, (f(x) =f(a) =z = x’).

Donc f est injective.

Donc ’ si g o f est injective, alors f est injective ‘
CQFD.
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3.2 Surjectivité

Définition 57 (Surjectivité)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

e On dit que f est surjective si et seulement si Vy € F, Jdz € E,y = f(x), ou de maniére équivalente
im(f) = F.

e Ainsi, f est surjective si et seulement si tout élément de F’ est "atteint”" au moins une fois par f,

c’est-a-dire que tout élément de F' admet au moins un antécédent par f.

e On dit aussi que f est une surjection.

e On note parfois f : £ — F.

Exemple :
e [’identité sur F est surjective puisque pour tout x € F, x est son propre antécédent.
e L'unique application de () dans () (unique d’aprés la remarque 2 page 116) est surjective puisque I’assertion

Vy € 0,3z € 0,y = f(z) est nécessairement vraie.

Proposition 113 (Surjectivité et régularité a droite)

Soient £ et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

f est surjective si et seulement si f est réguliere a droite.

7 Domonstsatiion
Raisonnons par double implications.
Supposons que f est surjective.
Soient G un ensemble, g : FF — Geth: F' — G.
Supposons que go f = ho f.
Soity € F.
On sait que f est surjective.

Il existe donc = € E tel que y = f(z).

Par hypotheése,onago f = ho f.
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Donc en particulier (g o f)(x) = (ho f)(z).
Donc g(f(x)) = h(f(x)).
Donc g(y) = h(y).
Donc Vy € F, g(y) = h(y).
Donc g = h.
Doncsigo f = ho f,alors g = h.
Done VG, ¥g : F — G,Yh: F — G, (gof:hof:>g:h>.
Donc f est réguliere a droite.

Donc si f est surjective, alors f est réguliere a droite.

Raisonnons par contraposition.
Supposons que f n’est pas surjective.

Il existe donc yy € F tel que pour tout z € E, f(x) # yo.

Posons a = () et b = {0} de sorte a avoir a # b. Posons G = {a; b}.

h: F — G
g: F — G
Posons et a siy # yo
Yy —> a y

b siy=1o

Comme g(yo) = a et h(yo) = b, ona g(yo) # h(yo).
Donc Jy € F, g(y) # h(y).

Donc g # h d’apres la prop. 94 p. 118.

Cependant, pour tout y € F, siy # yo, alors g(y) = a = h(y).
Or, pour tout z € E, f(x) # yo.

Donc pour tout x € FE, g(f(z)) = h(f(z)).

Donc pour tout x € E, (go f)(x) = (ho f)(x).

Donc go f = h o f d’apres la prop. 94 p. 118.

Onadoncgo f=ho fetg+# h.
Donc f n’est pas réguliere a droite.
Ainsi, si f n’est pas surjective, alors f n’est pas réguliere a droite.

Donc par contraposition, si f est réguliere a droite, alors f est surjective.

Finalement,
CQFD.

f est surjective si et seulement si f est réguliére a droite |.
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Proposition 114 (Surjectivité et inversibilité a droite)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

f est surjective si et seulement si f est inversible a droite

@m@mm
Supposons que f est surjective.
Construisons g : F' — FE telle que f o g = idp.
Soity € F.
Comme f est surjective, on sait qu’il existe au moins un x € E tel que y = f(x).
Donc ’ensemble £, := {z € E'| f(z) = y} est non vide.
Ainsi, E, est une partie de F, si bien que £, € P(E).
On peut donc considérer X :={A € P(E) |y e F,A=E,}.
Comme on vient de le dire, f est surjective, si bien que ) ¢ X et donc X — {0} = X.
Donc d’apres I’axiome du choix, il existe une application h : X — (J X
telle que VA € X, h(A) € A.

Ainsi, pour tout A € X, ona A C E donc comme h(A) € A,onah(A) € E.
Donc pour tout y € F', comme E,, ona h(E,) € E.

g: F — FE )
Posons et montrons que f o g = idp.
y +— h(E,)
Soity € F.

On a h(E,) € E, par définition de h.

Or, B, = {z € E| f(x) = y} par définition de E,.
Donc f(h(Ey)) = y.

Or, g(y) = h(E,) par définition de g.

Donc f(g(y)) = y.
Donc (f o g)(y) = y d’apres la prop. 97 p. 124.
Donc (f o g)(y) = idr(y).

Ainsi, Vy € F, (f o g)(y) = idp(y).
Donc f o g = idp d’apres la prop. 94 p. 118.

Donc f est inversible a droite.
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Donc si f est surjective, alors f est inversible a droite.

Supposons que f est inversible a droite.
Il existe donc g : F' — E telle que f o g = idp.
Soity € F.
Posons zg = g(y).
On aalors f(zo) = f(9(y)) = (f o 9)(y) =idr(y) = v.
Donc Jz € E, f(z) = y.
DoncVy € F,3z € E, f(z) = y.

Donc f est surjective.

Donc si f est inversible a droite, alors f est surjective.

Finalement,
CQFD.

f est surjective si et seulement si f est inversible a droite |.

Remarque :

Enoncons la version compléte de la propriété (2) de la proposition 105 page 134.

Proposition 115 (Inversibilité a droite et régularité a droite)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

f estinversible a droite si et seulement si f est réguliere a droite.

ﬁ Dheononotratiin

C’est la proposition 105 page 134.
Supposons que f est réguliere a droite.
Donc f est surjective d’apres la prop. 113 p. 147.

Donc f est inversible a droite d’apres la prop. 114 p. 149.

Ainsi, si f est réguliere a droite, alors f est inversible a droite.

Finalement,
CQFD.

f estinversible a droite si et seulement si f est réguliere a droite |.
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On peut schématiser ce que 1’on vient de montrer par le graphe suivant, qui nous montre que ces trois notions

désignent en fait un méme concept :

Surjectivité

114 p. 149 113 p. 147

15p. 150 >
(Inversibilité 2 droite =—————{ Régularité a droite |

Proposition 116 (Surjectivité et composition)

Soient F, F' et GG trois ensembles non vides. Soient f : £ — Fetg: F — G.

(1) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

(2) Si g o f est surjective, alors g est surjective.

Nous pourrions utiliser le fait que surjectivité et inversibilité a droite désignent la méme notion, puis

utiliser la proposition 104 page 132 pour terminer la proposition.
Nous allons cependant démontrer la proposition directement sans passer par 1’inversibilité a droite.

(1) Supposons que f et g sont surjectives.
Soit z € G.
Comme ¢ est surjective, il existe y € F tel que g(y) = z.
Comme f est surjective, il existe z € E tel que f(z) = v.
Donc z = g(y) = g(f(x)) = (g © f)(z).

DoncVz € G,3z € E,(go f)(z) = z.

Donc g o f est surjective.

Donc ‘ si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective |.

(2) Supposons que g o f est surjective.
Soit z € G.
Comme g o f est surjective, il existe z € F tel que (g o f)(x) = =.
Posons y = f(x).
On a alors g(y) = g(f(x)) = (g0 )() = =
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Donc il existe y € F' tel que g(y) = z.
Donc Vz € G,3y € F,g(y) = =.

Donc g est surjective.

Donc ‘ si g o f est surjective, alors g est surjective ‘
CQFD.

Proposition 117 (Injectivité, surjectivité et composition)

Soient F, F' et (G trois ensembles non vides. Soient f : £ — Fetg: F — G.

(1) Si f est surjective et g o f est injective, alors g est injective.

(2) Si g est injective et g o f est surjective, alors f est surjective.

gf Dhernonotratiin

Premieére preuve : avec les inversibilités

(1) Supposons que f est surjective et que g o f est injective.

Alors f est inversible a droite d’apres la prop. 114 p. 149 et g o f est inversible a gauche d’apres la
prop. 110 p. 143.

Donc g est inversible a gauche d’apres la prop. 104 p. 132.

Donc ‘ g est injective |d’apres la prop. 110 p. 143.

(2) Supposons que g est injective et que g o f est surjective.

Alors g est inversible a gauche d’apres la prop. 110 p. 143 et g o f est inversible a droite d’apres la prop.
114 p. 149.

Donc f est inversible a droite d’apres la prop. 104 p. 132.

Donc ‘ f est surjective |d’apres la prop. 114 p. 149.

Deuxiéme preuve : directement

(1) Supposons que f est surjective et que g o f est injective.
Soient y et ¢/’ dans F.
Supposons que g(y) = g(v').
Comme f est surjective, il existe =z € F tel que f(z) = v.
Comme f est surjective, il existe 2’ € E tel que f(2') = ¢/'.

Donc (go f)(z) = g(f(z)) = 9(y) = 9(¢') = g(f (")) = (g o f)(z').
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Donc (go f)(z) = (go f)(a').

Or, g o f est injective.

Donc z = 2.
Doncy = f(z) = f(2') = y'.
Donc y = /.

Donc si g(y) = g(y'), alors y = v/
Donc vy € F\Vy' € F, (g(y) =9(y) =y = y’)-

Donc ‘ g est injective ‘

(2) Supposons que g est injective et g o f est surjective.
Soity € F.
Posons z = g(y).
Comme g o f est surjective, il existe o € E tel que (g o f)(zo) = =.
Donc = = g(y) et = = g(f(0)).
Or, g est injective.
Donc y = f(x).
DoncVy € F,3z € E,y = f(x).
Donc ‘ f est surjective ‘
CQFD.

Proposition 118 (Image d’une composition et surjectivité)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

Alors f est surjective si et seulement si pour tout ensemble GG non vide et toute application g : /' — G,

onaim(go f) = im(g).

7 lrmonotsation
Raisonnons par doubles implications.
Supposons que f soit surjective.
Soient G un ensemble non vide, et soit g : F' — G.
On sait déja que im(g o f) C im(g) d’apres la prop. 99 p. 126.
Il nous reste donc a démontrer 1’inclusion réciproque.
Soit z € G.
Supposons que z € im(g).

Il existe donc y € F' tel que z = g(y).
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Or, f est surjective.
Il existe donc = € E tel que y = f(x).
Done z = g(y) = 9(/(x)) , = (g0 /)().
Donc z = (g o f)(x).
Donc z € im(g o f).
Donc si z € im(g), alors z € im(g o f).
Donc Vz € G, (z €im(g) = z €im(go f)>
Donc im(g) C im(g o f).

Finalement, im(g o f) = im(g).

Donc |si f est surjective, alors VG, Vg : F' — G,im(g o ) =im(g)|.

Supposons que pour tout ensemble G et toute application g : F' — G, onaim(go f) = im(g).
En particulier, c’est valable pour G = Fet g = idF".

On adonc im(f) = im(idp o f) = im(idr) = F.

Donc im(f) = F.

Donc f est surjective.

Donc [si VG, Vg : F' — G,im(g o f) = im(g), alors f est surjective |.
CQFD.
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3.3 Bijectivité

Définition 58 (Bijectivité)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F.

e On dit que f est bijective si et seulement si f est injective et surjective, c’est-a-dire

Vye F,3lz € E,y = f(x).

e Autrement dit, f est bijective si et seulement si tout élément de F' admet un unique antécédent par f.
e On dit aussi que f est une bijection (de £ dans F).

e On note parfois f : & = F.

e On notera Bij(E£ — F') ou encore S(E — F') ’ensemble des bijections de E dans F'.
Ainsi, Bij(E — F) = {f : E — F| f est une bijection }.

e On notera parfois Bij(E) plutot que Bij(E — E), et S(E) plutét que S(E — E).

Les bijections de E dans E seront parfois appelées des permutations de F.

— ——

Définition 59 (Ensembles équipotents)

Soient F et F' deux ensembles.

On dit que F et F sont équipotents si et seulement s’il existe une bijection f : £ — F.

On note alors £ ~ F'.

Proposition 119 (Bijectivité et régularité)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

f est bijective si et seulement si f est réguliere.

Q@Wwﬁm
On a les équivalences suivantes :
f est bijective

<= [ estinjective et surjective
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<= f estréguliere a gauche et surjective
109 p. 141

<= f estréguliere a gauche et a droite
113 p. 147

<= [ estrégulicre
CQFD.

Proposition 120 (Bijectivité et inversibilité)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

f est bijective si et seulement si f est inversible.

Cette proposition justifie ’autre nom de f~' : la bijection réciproque de f.

@mmm

On a les équivalences suivantes :
f est bijective

<= [ estinjective et surjective

<= f estinversible a gauche et surjective
110 p. 143

<= f estinversible a gauche et a droite
114 p. 149

<= f estinversible
CQFD.

Remarque :

Enoncons la version compléte de la propriété (3) de la proposition 105 page 134.

Proposition 121 (Inversibilité et régularité)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

f est inversible si et seulement si f est réguliere.

@Wd«%@dé&%
C’est la proposition 105 page 134.

Supposons que f est réguliere.
Donc f est bijective d’apres la prop. 119 p. 155.
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Donc f est inversible d’apres la prop. 120 p. 156.
CQFD.

On peut schématiser ce que 1’on vient de montrer par le graphe suivant, qui nous montre que ces trois notions

désignent en fait un méme concept :

Bijectivité

120 p. 156 119 p. 155

121 p. 156

Inversibilité Régularité

Proposition 122 (Bijectivité et composition)

Soient F, F' et GG trois ensembles non vides. Soient f : F — Fetg: F' — G.

(1) Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

(2) Si g o f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

gf Dhomonstsatiin

Premiere démonstration : Injectivité et surjectivité

(1) Supposons que f et g sont bijectives.
Donc f et g sont injectives donc g o f est injective d’apres la prop. 112 p. 145.

De méme, f et g sont surjectives donc g o f est surjective d’apres la prop. 116 p. 151.

Comme g o f est injective et surjective,

g o f est bijective ‘

(2) Supposons que g o f est bijective.

En particulier, g o f est injective donc ‘ f est injective ‘ d’apres la prop. 112 p. 145.

De méme, g o f est surjective donc ‘ g est surjective ‘ d’apres la prop. 116 p. 151.

Deuxieme démonstration : Inversibilités

(1) Supposons que f et g sont bijectives.
Donc f et g sont inversibles d’apres la prop. 120 p. 156.
Donc g o f est inversible d’apres la prop. 102 p. 129.

Donc ‘ g o f est bijective |d’apres la prop. 120 p. 156.

(2) Supposons que g o f est bijective.



158 CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Donc g o f est inversible d’apres la prop. 120 p. 156.

En particulier, g o f est inversible a gauche donc f est inversible a gauche d’apres la prop. 104 p. 132.

Donc ‘ f estinjective |d’apres la prop. 110 p. 143.

De méme, g o f est inversible a droite donc g est inversible a droite d’apres la prop. 104 p. 132.

Donc ‘ g est surjective ‘ d’apres la prop. 114 p. 149.
CQFD.

Proposition 123 (Bijection réciproque et graphe)

Soient E et F' deux ensembles non vides tels que Bij(E — F') # ().
Soit f : E — F une bijection. Soit [" un graphe de E dans F'.

(1) Pour tout z € F ety € F, onal’équivalence y = f(r) < z = f"'(y).

(2) SiT est le graphe de f, alors T est le graphe de f~!.

@mmn
¢ (1) Soientx € Fety € F.

Raisonnons par doubles implications :

Supposons que y = f(x).
Onaalors r = idg(z) = (f'o f)(z) = f‘1<f(x)> = (y).
Donc z = f~1(y).

Donc y = f(x) = = = f~'(y).

Supposons que z = f~1(y).
Onaalorsy = idp(y) = (fo f1) (y) = f(f_l(y)> = f(x).
Donc y = f(z).

Doncz = f-(y) = y = f(x).

Finalement, |y = f(z) < z = f"Y(y)|

¢ (2) Commengons par remarquer que comme I est un graphe de F dans F, 'T" est bien un graphe de
F dans E. Supposons que I est le graphe de f.
Il nous reste donc a prouver que pour tout z € E ettouty € F,

on a I’équivalence v = f~(y) < (y;z) € 'T.
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Soient z € E' ety € F. On a les équivalences suivantes :

z=f"(y)
< @)=y
<= (wz;y) € I' car I est le graphe de f
<~ (y;z) € 'T
On a donc bien I’équivalence |z = f~(y) <= (y;z) € 'T'|

Ceci étant vrai pour tout x € F et tout y € I, on peut dire que ‘T est le graphe de 1.
CQFD.

4 Images

4.1 Image direct

Définition 60 (Image directe d’une partie)

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : £ — F. Soit A une partie de F.

e On appelle image directe de A par f la partie de I’ définie par {y € F' |z € A,y = f(x)}.
On lanote f~(A).

f7: P(E) — P(F)
e On défini ainsi une nouvelle application
A — (4

# Remarque 5
e On remarque que [~ (£) = im(f).

e La plupart des auteurs notent cela f(A) plutot que f~(A).
On évitera cela a cause de la confusion que cela peut provoquer : si ’on considere 1’applicaton

f: {0} — {1}, alors que veut dire f())? Cela peut étre 1 si I’on considére 1’image de ) en tant

qu’antécédent, ou cela peut étre () si I’on considere 1’image direct de () en tant que partie de {0}.

Proposition 124 (Image directe de I'identité)

Soit £ un ensemble non vide.
Pour toute partie A de F,onaidg " (A) = A.

Autrement dit, on a idg ™ = idp(p).
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@mmn
Soit A une partie de E.
Soitz € E.
Supposons que = € idg " (A).
Il existe donc a € A tel que x = idg(a).
Or, idg(a) = a par définition de I’identité.
Donc z = a.
Donc z € A.
Donc siz € idg~ (A), alors = € A.

Supposons que x € A.

Alors comme = = idg(z),onaz € idg~ (A).

Doncsiz € A, alors o € idg " (A).

Ainsi, x € idg~ (A) si et seulement si x € A.

Ceci étant vrai pour tout = € FE, on peut dire que |idg " (A) = A |.
CQFD.

Proposition 125 (Image directe et vide)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

(1) f7(0) =0

(QVACE, (f7(4) =0 <= A=0).

7 Dhononstration
(1) On sait par définition de f~ () que Vy € F, (y €f7(0) — Jrelhy= f(x))
Or, on sait que Vy € F, —n<E|x ely= f(:)j))

DoncVy € F,y ¢ f~(0).

Donc | f~(0) =01

(2) Soit A C E. Raisonnons par double implications.
Raisonnons par contraposition.
Supposons que A # ().

Il existe donc a € A.
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Donc f(a) € f7(A).
Donc Jy € f7(A).
Donc ﬂ<Vy, y ¢ f*(A)).
Donc f7(A) # 0.
Ainsi, A # 0 = f7(A) # 0.
Donc f7(A) = ) = A = () par contraposition.

C’est tout simplement la proposition (1).
Finalement, f7(A) =0 < A=0.
Ceci étant vrai pour toute A C F, on obtient
VACE, (f7(4)=0 <= A=),
CQFD.

Proposition 126 (Image directe d’un singleton et d’une paire)

Soient £ et F' deux ensembles non vides. Soit f : B — F.

Soient a et b dans E.
(1) ona - ({asb}) = { (@) 1) }.

(2) ona £~ ({a}) = { (@}

161

@mm
(1) Soity € F.
Raisonnons par double implications.
Supposons que y € f~ ({a; b})
Il existe donc x € {a;b} tel que y = f(z).
Comme x € {a;b},onz =aoux =b.
Or, six = a, alors y = f(a).
De méme, si z = b, alors y = f(b).
Donc y = f(a) ouy = f(b).
Donc y € { f(a); f(8)}.

Donc y € f~({asb}) =y € {f(@): f0) }.
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Supposons que y € {f(a); f(b)}.
Donc y = f(a) ouy = f(b).
Il existe donc = € {a;b} tel que y = f(z).

Doncy € f~ ({a; b})
Doncy € £ ({a:b}) <y € {f(a); /) }.
Ainsi,y € 1 ({aib}) &y € {f(a): fO)}.

Ceci étant vrai pour tout y € F, on obtient | f~ ({a; b}> = {f(a); f(b)} :

4 (2) On utilise (1) :
= (ta}) = 1~ () = {F@): f(@) f = {F()}.

Donc | f~ ({a}) - { f(a)} .
CQFD.

Proposition 127 (Croissance de I'image directe)

Soient £ et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

Soient A et B deux parties de F.

(1) Si A C B,alors f7(A) C f7(B).

On dit que f~ est croissante (pour I’inclusion).

(2) En particulier, f~(A) C im(f).

\ J/

@mmm
¢ (1)
Supposons que A C B.

e Si A=(,alors f7(A) = () d’apres la prop. 125 p. 160.
Dans ce cas 1a, comme on a forcément ) C f~(B) d’apres la prop. 7 p. 8.
Donconal|f7(A) C f7(B)|

e Supposons que A # ().

On adonc f7(A) # () d’apres la prop. 125 p. 160.
Soity € f7(A).
Il existe donc x € Atel que y = f(z).
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Or,ona A C Bdonczx € B.
Donc il existe = € B tel que y = f(x).
Doncy € f7(B).

Donc Vy € f7(A),y € f7(B).

Done [/ (4) € [~(B)]

¢ (2

On a par définition A C E.

Doncona f7(A) C f7(F) dapres (1).
Or,ona f7(E) = im(f).

Donc | f7(A) Cim(f)]|.
CQFD.

Proposition 128 (Image directe, union et intersection)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.
Soient A et B deux parties de F.

(1) f7(AUB) = f7(A) U f7(B).
(2) f7(ANB) C f7(A) N f7(B).

(3) (vo CENDCE, f>(CnD)=f(C)n fﬂD)) —— [ estinjective.

@mﬁmm
¢ (1)
e Soit y € F'. Raisonnons par double implications.
Supposons que y € f7 (AU B).
Il existe donc z € AU B tel que y = f(x).
Onadoncz € Aouz € B.
Siz € A, alors comme y = f(z),onay € f7(A).
Six € B, alors comme y = f(x),onay € f7(B).
Doncy € f7(A)ouy € f7(B).
Doncy € f7(A)U f7(B).
Doncy € f7(AUB) =y € f7(A) U f7(B).

Supposons que y € f~(A)U f7(B).
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Doncy € f7(A)ouy € f7(B).
Siy € f7(A), alors il existe z € A tel que y = f(x).
Mais on sait que A C AU B d’apres la prop. 16 p. 16.
Doncz € AU B.
Donc il existe € AU B tel que y = f(x).

Siy € f7(B), alors il existe x € B tel que y = f(x).
Mais on sait que B C A U B d’apres la prop. 16 p. 16.
Doncz € AU B.
Donc il existe z € AU B tel que y = f(x).
Dans les deux cas, il existe z € AU Btel que y = f(x).
Doncy € f7(AUB).
Doncy € f7(AUB) <y e f7(A) U f7(B).

Ainsidonc,y € f7(AUB) <= ye€ f7(A) U f7(B).
Ceci étant vrai pour tout y € F', nous pouvons affirmer que | f7 (AU B) = f7(A)U f7(B) |

¢

Soity € F.

Supposons que y € f7 (AN B).

Il existe donc x € AN Btel que y = f(x).

Commezx € ANB,onax € Aetx € B.

Commez € Aety = f(z),onay € f~(A).

Comme x € Bety = f(x),onay € f7(B).

Commey € f7(A)ety € f7(B),onay € f7(A)N f7(B).
Ainsi,y € f7(ANB)=ye f7(A)Nf7(B).
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut affirmer que | f7(ANB) C f7(A) N f7(B)|

¢ (3)
La propriété (2) nous permet de réduire le probléme a 1’équivalence suivante :
« (VC’ CENDCE,f7(CND)D f7(C)N f*(D)) <= f estinjective ».

Raisonnons par double implications.

Supposons que VC' C E.VD C E,, f7(CND) D f7(C)N f7(D).

Montrons qu’alors f est injective.

Soient a et b dans E.
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Supposons que f(a) = f(b).
En particulier, on a {f(a)} = {f(b)}

Posons C' = {a} et D = {b}.
Par hypothése,ona f7(C N D) D f7(C)N f7(D).
On a donc f~ ({a} N {b}) S ({a}) nf ({b}).

Or,ona f~ ({a}) = {f(a)} et [~ ({b}) = {f(b)} d’apres la prop. 126 p.

161. {f(a)} { }

Donc f~ ({a} N {b})
2} ={rw}.

Or, on a dit que {f
i) ={ra}
f(a)

Donc{ } {b):
{r@}.

Donc f~ ({a} N {b} )
En particulier, comme f(a) € {f(a)}, ona f(a) € f7 ({a} N {b})

Donc [~ ({a} N {b}) £ 0.
Donc {a} N {b} # () d’apres la prop. 125 p. 160.

}2
)

a

Donc il existe = € {a} N {b}.
Donc z € {a} etz € {b}.
Comme z € {a},onaz = a.
Comme z € {b},onazx =b.
Donca =xetz =b.
Donc a = b.
Donc si f(a) = f(b), alors a = b.
Donc Va € E,Vb € E, (f(a) — f(b)=a= b).
Donc f est injective.
DoncsiVC C E;VD C E, f7(CND) D f7(C)Nn f7(D), alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Soient C' et D deux parties de FE.
Soity € F.
Supposons que y € f7(C) N f7(D).
Doncy € f7(C)ety € f7(D).
Donc il existe c € C'etd € D tels que f(c) =y = f(d).
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En particulier, on a f(c) = f(d).

Mais f est injective par hypothese.

Donc ¢ = d.

En particulier,c € C'etc € D.

Doncce CND.

Donc comme y = f(c),onay € f7(C' N D).
Doncsiy € f7(C)N f7(D),alorsy € f7(C'N D).

Ceci étant vrai pour touty € F,ona f7(CND) 2D f7(C)N f7(D).
Ceci étant vrai pour toutes parties C' et D de F, on en déduit :
VC CENDCE, f7(CNnD)2 f7(C)n f7(D).
Donc si f est injective, alors VC' C E.VD C E, f7(CND) 2 f7(C)n f7(D).

Ainsi, on a prouvé que
(vc CENDCE, f>(CND)2 f(C)N f—>(D)> < festinjective.

Finalement, on a donc bien prouvé que
VCCENDCE, f7(CNnD)=f7(C)N f_>(D)> <= f estinjective |
CQFD.

Proposition 129 (Image directe et complémentaire)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F.

(1) (VA CE,f~ (CgA) C Bpf*(A)> < f estinjective
(2) (VA CE, f7(CgA) 2 Epf_)(A)> <= f est surjective

(3) (VA C B, f (CpA) =Cp f*(A)) «— f est bijective

(4) Pour toute partie A de £, on a (f_) (CgA) C f7(A) = f7(A) = im(f)).

\ J

@mm

4 (1) Raisonnons par doubles implications.
Supposons que VA C E, f~ (CgA) CCrf7(A).
Montrons que f est injective.

Soient a et b dans E.
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Supposons que a # b.

Posons A = {a}.

Comme b # a,onab ¢ A.

Donc b € 0 A puisque b € E.

Donc f(b) € 7 (CgA).

Or,ona f~ (CpA) C Crf~(A) par hypothese.
Donc f(b) € Crf~(A).

Done () ¢ £ (4).

Cependant, f7(A) = f~ <{a}> = {f(a)}.

126 p. 161
Done /(8) ¢ { f(a)}.
Donc f(b) # f(a).
Donc si a # b, alors f(a) # f(b).
Donc par contraposition, si f(a) = f(b), alors a = b.
Ceci étant vrai pour tout a et b de E, on peut affirmer que f est injective.
DoncsiVA C E, f~ (CgA) C Cpf~(A), alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Montrons que VA C E, [~ (CEA) CCrf(A).
Soit A C F.
Soity € F.
Supposons que y € [~ (CxA).
Donc il existe 7 € CpA tel que y = f(x).
Supposons par I’absurde que y € f~(A).
Il existe donc a € A tel que y = f(a).
Or,y = f(x).
Donc f(z) = f(a).
Or, f est injective par hypothese.
Donc z = a.
Donc z € A.
C’est absurde puisque = € Gz A par définition.
Doncy ¢ f7(A).
Donc comme y € F,onay € Cpf~(A).
Doncsiy € f~ (CpA), alors y € Cpf(A).
Ceci étant vrai pour tout y € F', on peut affirmer que [~ (C EA) CCpf 7 (A).
Ceci étant vrai pour tout A C F, on peut affirmer que VA C E, f~ (CgA) C Crf(A).
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Donc si f est injective, alors VA C E, f~ (CgA) CCpf~(A).

Ainsi, (‘V’A CE, f7(CpA) C []Ff*(A)) <= f estinjective |

4 (2) Raisonnons par double implications.
Supposons que VA C E, f~ (CgA) D Cpf~(4).
En particulier, en prenant A = E, ona f~ (CgE) D Cpf7(E).
Or, on a CgE = () d’apres la prop. 27 p. 35.
Done f7(0) 2 Cpf7(E).
Or, f7(0) = 0 d’apres la prop. 125 p. 160.
Donc @ O Crf7(E).
Donc b f7(E) = () d’apres la prop. 7 p. 8.
Donc F' C f7(F) d’apres la prop. 27 p. 35.
Or, f7(E) C F par définition de [~ (E).
Donc f7(F) = F.
Or, f(E) = im(f).
Donc im(f) = F.

Donc f est surjective.
DoncsiVAC FE, f~ (EEA) D Cpf7(A), alors f est surjective.

Supposons que f est surjective.
Montrons que VA C E, f~ (CgA) 2 Crf7 (A).
Soit A C F.
Soity € F.
Supposons que y € Crf(A).
Comme f est surjective, il existe z € E tel que y = f(z).
Supposons par I’absurde que x € A.
Comme y = f(x), on auraity € f~(A).
C’est absurde puisque y € Cpf~(A).
Donc = ¢ A.
Or,z € F.
Donc = € CpA.
Or,y = f().
Doncy € f~ (CpA4).
Doncsiy € Cpf7(A), alorsy € f~ (CpA).
Ceci étant vrai pour tout y € F’, on peut affirmer que f~ (C EA) DO Cr f7(A).
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Ceci étant vrai pour tout A C F, on peut affirmer que VA C E, f~ (CgA) D Crf(A).

Donc si f est surjective, alors VA C E, f (CgA) 2 Cpf7(A).

Finalement,

(‘V’A CE, f7(Cg4) 2 EF]H(A)> <= f estsurjective |

4 (3) On a les équivalences suivantes :

= (VACE, J7 (Cpd) CCrf(4)) et (VA C B, (Cd) 2Crf(4))

VACE, 7 (CpA) = Crf~(A)

= [ estinjective et (\m c £, 1~ (CzA) 20 f*(A))

ﬁ f estinjective et f est surjective
2

<= f est bijective

Ainsi, (‘V’A CE f~ (CEA) = CFf_)(A)> <= f estbijective|.

¢ (4)

Soit A une partie de F.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que [~ (CgA) C f7(A).
On a alors im(f) = f~(F ) s f7 (AulgA) 16 f7(A) U~ (Cpa)
CrMUFM) = o)

Donc im(f) € f(A).

De plus, f7(A) C im(f) d’apres la prop. 127 p. 162.

Donc f7(A) = im(f).
Donc si 7 (CpA) C f7(A), alors f7(A) = im(f).

Supposons que [~ (A) = im(f).
Or,ona f~ (CpA) Cim(f) d’apres la prop. 127 p. 162.
Donc 7 (CgA) C f7(A).

169
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Donc si f7(A) =im(f), alors f~ (CgA) C f7(A).

Finalement, | f~ (CpA) C f7(A) < f7(A) =im(f)|
CQFD.

Proposition 130 (Image directe et différences)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.
Soient A et B deux parties de F.

(1) f7(A=B) 2 f7(A) - f7(B)
2) (vo C ENDCE, f>(C—D)=f(C)— f—>(D)) & festinjective
(3) f7(AAB) 2 f7(A)Af~(B)

(4) (vo C E,¥D C E, f>(CAD) = f~(C)A f"(D)) = festinjective

@mmn
¢ )
Soity € F.
Supposons que y € f7(A) — f7(B).
En particulier, y € f~(A).
Il existe donc = € A tel que y = f(x).
Supposons par I’absurde que z € B.
Alors comme y = f(x),onay € f7(B).
C’est absurde puisque y € f7(A) — f7(B).
Donc = ¢ B.
Doncz € A — B.
Donc comme y = f(z),onay € f7(A— B).
Doncsiy € f7(A) — f7(B),alorsy € f7(A— B).
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut affirmer que | f 7 (A — B) 2 f7(A) — f7(B) |

¢ (2
La propriété (1) nous permet de réduire le probléme a 1’équivalence suivante :
« (vc CENDCE, f*(C—D)C f*(C)— f—’(D)) —— festinjective »
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Raisonnons par doubles implications.
Supposons que (‘V’C’ CENDCE, f7(C—-D)C f7(C)— fﬁ(D)>.

Soient a et b dans E.
Supposons que a # b.
Donc a ¢ {b}.
Posons C' = {a; b} et D = {b}.
Onadonca € Ceta ¢ D.
Donca € C'— D.

Donc f(a) € f7(C — D).

Or, f7(C — D) C f7(C) — f7(D) par hypothese.
Donc f(a) € f7(C) = f7(D).
Donc f(a) € f7(C)et f(a) ¢ f7(D).

En particulier, f(a) ¢ f7(D).
Or,D = {b}
Donc f~(D {b}> { } d’apres la prop. 126 p. 161.

Done f(a) ¢ {f(b)}.
Donc f(a) # F(b)
Donc si a # b, alors f(a) # f(b).

Donc si f(a) = f(b), alors a = b par contraposition.
Ceci étant vrai pour tous a et b de F, on peut dire que f est injective.
Donc si (vc CENDCE, f*(C—D)C f*C)— f"(D)), alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Montrons que VC' C E,VD C E, f7(C — D) C f7(C) — f7(D).
Soient C' et D des parties de F.
Soity € F.
Supposons que y € f7(C — D).
Il existe donc x € C' — D tel que y = f(x).
Doncz € Cetx ¢ D.
En particulier, z € C.
Donc comme y = f(z),onay € f7(C).
Supposons par I’absurde que y € (D).
Il existe donc d € D tel que y = f(d).
Done /(x) = y = f(d) done f(x) = f(d).
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Donc

Finalement,

¢ (3)
Ona f7(A
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Or, f est injective par hypothese.
Donc z = d.
Donc xz € D.
C’est absurde puisqu’on a dit que x ¢ D.
Doncy ¢ f7(D).
Ainsi,y € f7(C)ety ¢ f7(D).
Doncy € f7(C) — f7(D).
Doncsiy € f7(C — D), alorsy € f7(C) — f7(D).
Ceci étant vrai pour tout y € F', on peut affirmer que f~(C'— D) C f7(C)— f7(D).
Ceci étant vrai pour toutes parties C' et D de F, on peut affirmer que
VOCEVDCE,f7(C-D)C f7(C)—f7(D).
si f estinjective, alors VC' C E,VD C E, f7(C — D) C f7(C)— f7(D).

(vc CENDCE, f*(C—D)=fC)— f—’(D)) —— festinjective|

UB) = f7(A)U f7(B) d’apres la prop. 128 p. 163.

En particulier,ona f7(AUB) D f7(A) U f7(B) (*).

De méme,ona f7(ANB) C f7(A)N f7(B) d’apres la prop. 128 p. 163.
Donc Crf7 (AN B) 2 Cr (f%(A) N f*(B)) (%) par décroissance de Cp.

On peut donc dire par compatibilité de N avec D, en combinant (x) et (xx) que

FAUB)INCe(ANB)| 2 | (S U B) nCe(F () N1 (B))).

Orona (f(A)U f(B)) NCr(f7(4) N/ (B))

= (7
= /7 (A)A

On a donc

J fﬁ(B)) - (JH(A) N f%(B)) d’apres la prop. 28 p. 36
f7(B) par définition de A,

[f—)(A UB)NCrf (AN B)} > 7 (A)AS(B).

Or, f7(AUB)NCrf?(ANB) = f7(AU B) — f?(AN B) d’apres la prop. 28 p. 36.
Donc [f*(AU B)— f7(AN B)] > o (A)AF(B).

Or, (1) nous dit que f~ ((A UB)— (AN B)) > []H(A UB)— f(AN B)] .

Donc f”((

or, [~ ((A

AUB) = (ANB)) 2 [ (A)Af(B),

UB) — (AN B)) — f~(AAB) par définition de A.
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Donc | f~7(AAB) D f~(A)Af~(B)]

¢ (4)
La propriété (1) nous permet de réduire le probleme a 1’équivalence suivante :
(¥C C B¥D C B, f7(CAD) C [ (C)Af7(D)) = festinjective.
Raisonnons par doubles implications.
Supposons que VC' C E,VD C E, f7(CAD) C f7(C)Af7(D).
Soient a et b dans F.
Supposons que a # b.
Donc a ¢ {b}.
Onadonca € Eeta ¢ {b}.
Donc a € Cg{b}.

Or, on a Cp{b} = {b} AFE d’apres la prop. 33 p. 41.
Donc a € {b}AE.
Donc f(a) € f~ ({b}AE).

Or, [~ ({b}AE) G ({b})Af_)(E) par hypothese.
Donc f(a) € f*({b})A o (E).

or, (1) ar(B) =, Cromf(101) =, Crm{/o}

33p. 41 126 p. 161
Donc f(a) € [:,H(E){f(b)}.
En particulier, f(a) ¢ { f (b)}
Donc f(a) # f(b).
Donc si a # b, alors f(a) # f(b).

Donc si f(a) = f(b), alors a = b par contraposition.
Ceci étant vrai pour tout a et b dans F, on peut dire que f est injective.
DoncsiVC C E,VYD C E, f7(CAD) C f7(C)Af7(D), alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Soient C' et D des parties de F.
Onaalors f7(CAD) = f~ ((0 UD)—(Cn D)) = /(CUD) - 7€ D)
= (rrourm) - (renm) = rearo).

128 p. 163

Donc f~(CAD) = f~(C)Af~(D).
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Ceci étant vrai pour toutes parties C' et D de F, on peut dire que
VO CENDCE, f7(CAD) C [7(C)Af~(D).
Donc si f est injective, alors V(C; D) € P(E)?, f7(CAD) C f7(C)Af~(D).

Finalement, (vc C EYD C E, f*(CAD) = f>(C)A f*(D)) —— festinjective |
CQFD.

Proposition 131 (Image directe et composition)

\_

Soient F, F' et G trois ensembles non vides. Soient f : £ — Fetg: F — G.

Ona(gof) =g7of.

On dit que le passage d’une application a son application image directe est un morphisme.

W Dhomonstsatiion

e Commencons par montrer que les ensembles de départs et d’arrivés sont bien les mémes.
Comme f: E— Fetg: F — G,onagof:E— G.Donc(go f)” : P(E) = P(G).

Comme f: F — F,ona f7: P(E) - P(G),etcomme g : ' — G,onag™” : P(F) — P(G).
Donc g7 o f7 : P(E) — P(G).

Ainsi, les deux applications vont bien de P(E) dans P(G).

e Montrons que VA C F, (go )7 (A) = (g—> o f—’)(A).
Soit A C F.
Soit z € G.
Supposons que z € (go f) " (A).
Il existe donc x € Atel que z = (g o f)(x).
On adonc z = g(f(z)) d’apres la prop. 97 p. 124.
Posons y = f(z). Onadonc z = g(f(z)) = g(y).
Commey = f(x)etx € A,onay € f7(A).
Comme z = g(y) ety € f7(A),onaz € g~ (f*(A)).
Or,ona g~ (f*(A)) = (g% o f—>> (A) d’apres la prop. 97 p. 124.

Donc z € (g% o fﬁ>(A).
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Doncsiz € (go f)”(A), alors z € ( ofﬁ>
Supposons que z € (g ) f—>> (A).
On sait que ( o f_>) (A)=yg ( (A)> d’apres la prop. 97 p. 124.
Donc z € g (]‘H(
Il existe doncy € f7(A ) tel que z = g(y).
Onay € f7(A) doncil existe x € Atel que y = f(x).
Ainsi, z = g(y) = g(f(2)) (g0 f)(x).

97p. 124
Donc comme x € Aetz = (go f)(x),onaz € (go f) " (A).

Donc si z € (g_> o f_>> (A), alors z € (go f)”(A).

Ainsi, 2 € (go f) 7 (A) si et seulement si z € <gH o fﬁ> (A).
Ceci étant vrai pour tout z € G, on peut dire que (go )~ (A4) = (gH o f%> (A).
Ceci étant vrai pour tout A C F, on peut dire que VA C E, (go f) 7 (A) = (g_) o f*) (A).

Donc|(go f)" =g~ o f7|
CQFD.

Proposition 132 (Application image directe et inversibilité)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

(1) f estinversible a gauche si et seulement si f~ est inversible a gauche.

Dans ce cas 13, si g est une inverse a gauche de f, alors g est une inverse a gauche de .

(2) f estinversible a droite si et seulement si f~ est inversible a droite.

Dans ce cas 13, si g est une inverse a droite de f, alors g~ est une inverse a droite de .

(3) f estinversible si et seulement si f~ est inversible.
Dans ce cas 1a, ()" = (f7)"

@mm

4 (1) Raisonnons par double implications.
Supposons que f est inversible a gauche.
Ilexistedonc g : F' — E'telleque go f = idg.
Onaalorsg” o f7 = (gof) =idg” = _idpp).

131 p. 174 124 p. 159
Donc g7 o f7 = idp(g).
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Donc f~ est inversible a gauche.
Donc si f est inversible a gauche, alors /™ est inversible a gauche.

Et on sait que g~ est une inverse a gauche de f~.

Supposons que f~ est inversible a gauche.

Il existe donc h : P(F) — P(E) telle que h o f7 = idp(g).

En particulier, pour tout x € F,onah <f_> ({x})) = (ho f7) <{x}> = idp(g) <{x}> = {x}.
Ainsi, pour tout z € E,onah <f_> ({x})) = {z}.

Or, pourtoutz € Fona f~ ({z}) = {f(x)} d’apres la prop. 126 p. 161.

Donc pour tout x € E,onah ({f(x)}) = {z} (%).

Fixons un certain o € F.

l

v PE E
o p: F — P(F)
Considérons et r siA={x}
y — {y} A=

Onay:F — P(F),h:P(F)—P(E)ety: P(FE)— E.
On peut donc considérer g =Y ohop: F — F.
F—% L F
On peut présenter la situation avec le diagramme suivant : lw wT
P(F) —— P(E)
Montrons que g o f = idg.
Soit z € E. On a alors

(9o Nla), = 9(f@)

97 p. 124

= (¢Yoh)({ (x)} par définition de ¢

=v(1(t70}))
—v({}) dapres ()
= x par définition de 1)
Donc (g o f)(z) = x = idg(x).
Ceci étant vrai pour tout x € FE, on peut dire que g o f = idpg.
Donc f est inversible a gauche.

Donc si f7 est inversible a gauche, alors f est inversible a gauche.

Finalement,

f estinversible a gauche si et seulement si f~ est inversible a gauche |
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4 (2) Raisonnons par double implications.
Supposons que f est inversible a droite.
Il existe donc g : F' — E telle que f o g = idp.
— — — A _ :
Onaalors f7oyg T (fog) =idp i 150 idp(p.
Donc f7 o g7 = idp(p).

Donc f est inversible a droite.

Donc si f est inversible a droite, alors f est inversible a droite.

De plus, on a vu que ¢ est une inverse a droite de .

Supposons que f~ est inversible a droite.
Il existe donc h : P(F) — P(E) telle que [~ o h = idp(p).

On sait que pour touty € F,ona f~ (h({y})) o o (f7oh) ({y}) = idp(r) ({y}) ={y}.

En particulier, pour tout y € F,ona [~ <h({y})> £ ().
Donc pour tout y € F, on a h({y}) # 0 d’apres la prop. 125 p. 160.

En posant X = P(E) — {0}, Paxiome du choix nous assure 1’existence d’une application
¢ : X — |JX telle que pour tout A € X, ona ¢(A) € A.

Autrement dit, pour toute partie non vide A de F, ona ¢(A) € A.

En particulier, pour tout y € F, on a qﬁ(h({y})) € h({y}).

Fixons un certain g € F.

v: P(E) — E

Considérons P(A) siA#0D
A —

9 SIA=10
On a ainsi pour tout y € F, @b(h({y})) = gzﬁ(h({y})) € h({y})-

0: F — P(F)
Considérons aussi .
y — {y}
Onadonc ¢ : F — P(F),h:P(F) = P(E)ety : P(E) = E.
On peut donc considérer g =Y ohop: F' — F.
F—' > E

On peut présenter la situation avec le diagramme suivant : l«p wT

P(F) —— P(E)

Montrons que f o g = idp.
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Soity € F. On a alors :

9(y) = (Y ohop)(y)
97p 124 (th)< ( )>
= (o h)({y})
v(niuh).

97 p. 124

On a donc g(y) = ¢<h<{y})>

Or, on a dit plus tot que ¢(h({y})> € h({y})
Donc g(y) € h({y}).

Donc f(g(y)) ef (h({y}))

Donc (fog)(y) € f (h({y}))

orona f~(h({w}) , =, (o m({w}) = ideer (10}) = (w}:
(

Done /1~ (h({y})) = (o)

Donc (f 0 g)(y) € {y}

Donc (f o g)(y) =

Donc (f o g)(y) = ldF(y)-
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut affirmer que f o g = idp.
Donc f est inversible a droite.

Ainsi, si f est inversible a droite, alors f est inversible a droite.

Finalement, | f est inversible a droite si et seulement si f— est inversible a droite |.

¢ (3) On a les équivalences suivantes :
f estinversible <= f estinversible a gauche et a droite
<= [~ estinversible a gauche et a droite

<= f7 estinversible.

On a donc ‘ f estinversible si et seulement si f— est inversible |.

— -1\ _ -1\ sy — _ ;
De plus, ona alors f~ o (f1) T (fofHy =idp 159 idp(p).
Donc f_> o (f_l)% = ldp(F)
Done | (f )" = (/)"
CQFD.
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Proposition 133 (Application image directe et "jectivité" )

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

(1) f~ estinjective si et seulement si f est injective.

(2) f7 estsurjective si et seulement si f est surjective.

(3) f~ estbijective si et seulement si f est bijective.

@mmn
4 (1) Raisonnons par double implications.
Supposons que 7 est injective.
Soient a et b dans L.
Supposons que f(a) = f(b).
Donc {f(a)} - {f(b)}.
Done £ ({01) 0 U@} = VO 7 7 (01)

126 p. 161
Donc f~ ({a}) = <{b}>.
Or, f7 est injective par hypothese.
Donc {a} = {b}.
Or, a € {a}.
Donc a € {b}.
Donc a = b.
Donc si f(a) = f(b), alors a = b.
Ceci étant vrai pour tout a et b de E, on peut dire que | est injective.

Donc si f est injective, alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Soient A et B deux parties de FE.
Supposons que [~ (A) = f7(B).
Soitx € E.
Supposons que x € A.
Alors f(z) € f7(A) par définition.
Or,ona f~(A) = f7(B) par hypothése.
Donc f(x) € f7(B).
Donc il existe b € B tel que f(z) = f(b).
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Or, f estinjective par hypothese.
Donc z = b.
Donc x € B.

Donc si z € A, alors ¢ € B.

De méme,
Supposons que x € B.
Alors f(z) € f7(B) par définition.
Or,ona f~(A) = f7(B) par hypothése.
Donc f(x) € f7(A).
Donc il existe a € A tel que f(x) = f(a).
Or, f est injective par hypothese.
Donc z = a.
Donc z € A.

Doncsi z € B, alors x € A.

Ainsi, z € A siet seulementsi z € B.
Ceci étant vrai pour tout = € F, on peut dire que A = B.
Doncsi f7(A) = f7(B), alors A = B.
Ceci étant vrai pour toutes parties A et B de E, on peut dire que f est injective.

Donc si f est injective, alors f est injective.

On aurait aussi pu utiliser directement la proposition 132 page 175 et I’équivalence entre injectivité et

inversibilité a gauche.

Finalement, | f~ est injective si et seulement si f est injective |.

4 (2) Raisonnons par double implications.
Supposons que 7 est surjective.
Soity € F.
Comme [~ est surjective, il existe A C F telle que [~ (A) = {y}.
Comme {y} # 0, ona A # () d’apres la prop. 125 p. 160.
Il existe donc a € A.
Donc f(a) € f7(A).
Or, on adit que f7(A) = {y}.
Donc f(a) € {y}.
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Donc f(a) = v.
Donc Vy € F,3a € E,y = f(x).

Donc f est surjective.

On aurait aussi pu dire que comme f~ est surjective, il existe A C F telle que f~7(A) = F.
De plus, ona f7(A) Cim(f) d’apres la prop. 127 p. 162.

On adonc F' C im(f).

Mais on a aussi im(f) C F par définition de f.

Donc im(f) = F.

Donc f est surjective.

Donc si f7 est surjective, alors f est surjective.

Supposons que f est surjective.

Alors f est inversible a droite d’apres la prop. 114 p. 149.
Donc f~ est inversible a droite d’apres la prop. 132 p. 175.
Donc f~ est surjective d’apres la prop. 114 p. 149.

Donc si f est surjective, alors f est surjective.

Finalement,

f7 est surjective si et seulement si f est surjective |.

4 (3) On a les équivalences suivantes :

f7 estbijective <= f7 estinjective et surjective
<= f estinjective et surjective
<= f est bijective

CQFD.
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4.2 Image réciproque

Définition 61 (Image réciproque)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F'. Soit B une partie de F'.

e On appelle image réciproque de B par f la partic de E définie par {x € E | f(z) € B}.

On note f* (B) cet ensemble.

f&: P(F) — PE)
e On défini ainsi une application .
B — f7(B)

< Remarque 6

Ici aussi, la plupart des auteurs notent f~1(B) a la place de f* (B). Pour les mémes raisons que pour

I’image directe, on évitera au maximum cette notation qui peut porter a confusion.

Proposition 134 (Image réciproque de I'identité)

Soit £ un ensemble non vide.

Pour tout B C E,onaidg" (B) = B.

Autrement dit, on aidg™ = idp(g).
\_ J

@mmm
Soit B une partie de F.
Soitz € E.
Supposons que z € idg ™ (B).
Il existe donc b € B tel que idg(x) = b.
Or, idg(z) = x par définition de I’identité.
Donc x = b.
Donc z € B.
Donc si z € idg™ (B), alors z € B.
Supposons que = € B.
On a alors idg(z) = .
Donc idg(x) € B.
Donc x € idg* (B).
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Ainsi, si x € B, alors x € idg™ (B).

Finalement, = € idg " (B) si et seulement si x € B.

Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut dire que |idg* (B) = B |.
CQFD.

Proposition 135 (Image réciproque et vide)

Soient E' et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

(1) Pour toute partie B de F, si f*(B) # (), alors B # ().

(2) f7(0) = 0.

\ J/

7 Dhrnorstration

(1) Supposons que f(B) # 0.
Alors il existe © € f<(B).
Donc f(z) € B.

Donc |B # 0 |.

(2) 11 suffit de prendre la contraposée de (1) : si B = (), alors [ (B) = ().
En particulier, /< (0) = f<(B) = 0.

Donc | f<(0) =0}
CQFD.

Remarque :
Pour FE et F' deux ensembles non vide, f : E — F ety € F, il est intéressant de noter que f ({y}) est

I’ensemble des antécédents de y par f.

Proposition 136 (Image réciproque de I’ensemble d’arrivée)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

Ona f<(F)=F
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Par définition, on sait que [ (F') C E.
Il reste donc a montrer que f<(F) D E.
Soitz € E.
On a par définition de f que f(z) € F.
Donc z € f<(F).
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut dire que Vx € F,x € f<(F).
Donc E C f<(F).

Finalement, | f<(F) = E|.
CQFD.

Remarque :
Nous verrons dans la partie sur le lien entre image directe et image réciproque une généralisation de cette

propriété.

Proposition 137 (Croissance de I'image réciproque)

Soient £ et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.
Soient A et B deux parties de F'.

Si A C B,alors f<(A) C f<(B).

On dit que f est croissante (pour I’inclusion).
\_ J

7 Dhonorstsatiin
Supposons que A C B.
Soitx € .
Supposons que = € f<(A). Donc f(z) € A.
Or, A C B par hypothese.
Donc f(x) € B.
Donc x € f<(B).
Doncz € f<(A) =z € f7(B).
Ceci étant vrai pour tout = € F, on peut affirmer que f<(A) C f<(B).

Ainsi, [si A C B, alors f<(A) C f<(B) |
CQFD.




4. IMAGES 185

Proposition 138 (Image directe et opérations usuelles)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.
Soient A et B des parties de F.

(1) f7(AUB) = f=(A) U f7(B)
(2) F7(ANB) = f=(A) N f7(B)
3) f7(A=B) = f7(4) - f7(B)

(4) f7(AAB) = fT(A)Af(B)

@mmm
¢ ()
Soit x € E. On a les équivalences suivantes :
r € f(AUB)
<— f(r) e AUB
= (f(x) € Aou f(x) € B)
= (x € fT(A)ouzxe f“(B))
— ze fT(AUf(B)
Doncxz € f(AUB) < z € f<(A)U f(B).
Ceci étant vrai pour tout = € F, on peut affirmer que | [~ (AU B) = f<(A)U f<(B) |

¢ (2
Soit x € E. On a les équivalence suivantes :
r € fS(ANDB)
<~ f(r)e ANB
— (f(x) € Aet f(z) € B>
= (x € f(Aetx e f“(B))
— ze f7(A)Nn[f(B)
Doncz € f(ANB) <= z € f<(A) N f(B).
Ceci étant vrai pour tout = € F, on peut affirmer que | f* (AN B) = f<(A) N f<(B) |

¢ (3
Soitx € E.
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On a les équivalences suivantes :
re f(A—-B)
<— f(r)€e A-B
— (f(x) € Aet f(z) ¢ B>
— (ves(eng fo(B))
— z€ fT(A) - f7(B)
Ainsi,z € f©(A—B) < z € f*(A4) — fT(B).
Ceci étant vrai pour tout = € F, on peut affirmer que | f< (A — B) = f<(A4) — f<(B)|.

¢ (4)
On a les égalités suivantes :
FE(AAB) = f¢ ((A UB)— (AN B)) = f7(AUB) ~f~(AnB)

= (F@ur=®)~(rnB)) = (F7(AUF~(B)) (7 (ANF(B)) = F(A)AF(B).

Donc | f<(AAB) = f<(A)Af(B)|.
CQFD.

Proposition 139 (Image réciproque et complémentaire)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F.

Soit B une partie de F'.

(1) /< (CpB) =Crfe(B).

(2) f< (CrB) C f(B) siet seulement si f<(B) = E

\

@mm
¢ (1) D’apres la proposition 136 page 183, ona f<(F) = E.
Ainsi, en appliquant (1) avec A = F, on obtient les égalités suivantes :

o CrB)=f(F=B) = [f(F)-f(B) = FE—f"(B)=Cpf"(B)

138 p. 185 136 p. 183

Etdonc| f~ (CpB) =Cpf=(B)|

4 (2) Raisonnons par doubles implications.

Supposons que < (CrB) C f=(B).
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Or, (2) nous dit que /< (CpB) =Cpf(B).

Donc Cpf<(B) C f<(B).

Donc (Cgf(B)) N f<_( ) = Cpf<(B) d’apres la prop. 22 p. 23.

Or, (Cef=(B)) N f“ = () d’apres la prop. 27 p. 35.

Donc Cpf<(B) =

Donc E — f< (B)

Donc E C f<(B) d’apres la prop. 27 p. 35.

Or,ona f“(B)C E

Donc f<(B) = E.
Ainsi, si f< (UFB) fe

par définition de I’image réciproque.
(B),alors f<(B) = E.

Supposons que f<(B) = E.

Or Cpf<(B) C E par définition.

Donc Cpf<(B) C f<(B).

Or, Cgf=(B) = [ (CpB) d’apres (2).
Donc [ (CpB) C f=(B).

Ainsi si f©(B) = E, alors f< (CrB) C f7(B).

Finalement, | f~ (CpB) C f©(B) < f(B)=E|
CQFD.

Proposition 140 (Image réciproque et composition)

Soient F, F' et GG trois ensembles non vides. Soient f : £ — Fetg: F — G.

On a alors (go f)©

7 lrnonotsation

e Commencgons par remarquer qu’elles ont bien les mémes ensembles de départs et d’arrivées.
Onaf:E—Fetg:F — Gdoncgof:E— Gdonc(gof)™ :P(G) — P(E).

De plus, g : P(G) — P(F)et f< : P(F) — P(E) donc f< o g : P(G) — P(E).

Les ensembles de départs et d’arrivés sont donc bien les mémes.

e Montrons a présent que pour tout A C G,ona (go )™ (A) = (f< o g7)(A).

Soit A une partie de G.
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Soit z € E.
On a les équivalences suivantes :
z€(gof) (4)
> (9o f)(z) e A
o, I (@) €A
> [f(z) e g™ (4)
= z€ [T(g7(A))
o, T E(fTogT)(A)
Doncx € (go f)"(A) <= z € (fTog7)(A)
Ceci étant vrai pour tout z € E, onadonc (go f)* (A4) = (f~ o g )(A).
Finalement, | (go )™ = f“og* |

CQFD.

Proposition 141 (Image réciproque et "jectivité")

Soient £ et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.
(1) f* estinjective si et seulement si f est surjective
(2) f© est surjective si et seulement si f est injective

(3) f* est bijective si et seulement si f est bijective

Dans ce cas 13, (f<) ™' = (/).

@mmﬂ
¢ (1)
Raisonnons par doubles implications.
Supposons que " est injective.
Donc pour toutes parties B et B’ de F,si f<(B) = f(B’), alors B = B'.
Donc par contraposition, pour toutes parties B et B’ de F, si B # B’, alors f<(B) # f(B’).

En particulier, pour toute partie B de F', si B # (), alors f<(B) # f<(0) e 1 0.
Soity € F.
Considérons B = {y}.
Ainsi, B # ().
Donc f<(B) # 0.

Donc il existe = € f<(B).
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Donc f(z) € B.

Or, B = {y}.

Donc f(x) € {y}.

Donc f(z) = y.
Donc pour tout y € F, il existe z € E tel que y = f(x).
Donc f est surjective.

Donc si f* est injective, alors f est surjective.

Supposons que f est surjective.
Soit B une partie de F'.
Supposons que B # ().
Il existe donc y € B.
Or, f est surjective par hypothese.
Donc il existe z € E tel que f(z) = y.
Donc comme y € B,ona f(z) € B.
Donc x € f<(B).
Donc [ (B) # 0.
Donc B # () = f<(B) # 0.
Donc < (B) = ) = B = () par contraposition.
Ceci étant vrai pour toute partie B de F', on peut affirmer que
VBCF (f7(B)=0=B=0) ().

Soient C' et C’ deux parties de F.
Supposons que f<(C) = f<(C").
En particulier, /< (C) — f<(C") = () d’apres la prop. 24 p. 27.
Donc f<(C' — C") = () d’apres la prop. 24 p. 27.
Donc C — C" = () d’apres (*).
Donc C' C ¢’ d’apres la prop. 24 p. 27.

On montre de méme que C' C C':
Ona f<(C) = f~(C).
Donc f<(C") = f<(C).
Donc [ (C") — f(C) = 0.
Donc f<(C" = C) = 0.
Donc C" — C = ().

Donc C" C C.
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Ainsi,ona C' = (.
Donc si f<(C) = f<(C"), alors C = C".
Ceci étant vrai pour toutes parties C' et C’ de F', on peut affirmer que f* est injective.

Donc si f est surjective, alors f* est injective.

Finalement, | f< est injective si et seulement si f est surjective |.

¢ (2
Raisonnons par doubles implications.
Supposons que [ est surjective.
Soient a et b dans E.
Supposons que f(a) = f(b).
Comme f* est surjective, il existe B C F telle que [ (B) = {b}.
Donc b € f<(B).
Donc f(b) € B.
Or, f(a) = f(b) par hypothese.
Donc f(a) € B.
Donc a € f<(B).
Or, f7(B) = {b}.
Donc a € {b}.
Donc a = b.
Donc si f(a) = f(b), alors a = b.
Ceci étant vrai pour tout a et b de E, on peut dire que f est injective.

Donc si f* est surjective, alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Soit A C F.
Posons B = f7(A).
Posons C' = f(B).
Ainsi, C' = f<(f7(A4)).

Montrons que A C C.
Soita € E.
Supposons que a € A.

Donc f(a) € f7(A).
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Donc f(a) € B.

Donc a € f<(B).

Donca € C.
Doncsia € A, alors a € C.

Ceci étant vrai pour tout a € F, on peut dire que A C C.

Montrons que C' C A.

Soitc € E.
Supposons que ¢ € C.
Donc ¢ € f<(B).
Donc f(c) € B.
Donc f(c) € f7(A).
Il existe donc a € A tel que f(c) = f(a).
Or, f est injective.
Donc ¢ = a.
Donc ¢ € A.

Donc si ¢ € C, alors ¢ € A.

Ceci étant vrai pour tout ¢ € F, on peut dire que C' C A.

Finalement,ona A = C.
Or, on avait C' = f<(B).
Donc A = f<(B).
Ainsi, il existe B C F'telle que A = f<(B).
Ceci étant vrai pour tout A C F, on peut dire que f est surjective.

Donc si f est injective, alors f* est surjective.

Finalement,

f est surjective si et seulement si f est injective ‘

¢ (3) On a les équivalences suivantes :
f< est bijective
<= f estinjective et f est surjective

ﬁ f est surjective et f est surjective
1

<(:)> f est surjective et f est injective
2

<= f estbijective

On a donc I’équivalence ‘ f© estbijective <> f est bijective |.

De plus, on a alors f< o (f~1)° s (fof™H" =idp™ e idp(p).
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Donc f< o (f™) =idpp).
Done | (f7) " = (f )"}
CQFD.

4.3 Images directes et images réciproques

Proposition 142 (Image directe de I'image réciproque)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.
Soient AC Fet BC F.

(1) f7 (f7(F)) = im(f)
(2) 7 (f7(B)) = BNim(f)
3) 7 (f7(B) € B

(4) (VD CFEf7(f<(D))= D) <= f est surjective

Autrement dit, f< est une inverse a droite de f~.
(®) f7 (T (f7(A) = f7(4)
(6) f7(Aufo(B) cf7(AUB

(1) f7 (AN f=(B)) = f~(A) N B

(8) BC f(A) « ICC A, f>(C)=B

\_ J/

@mmn
¢ (1)

Ona f“(F) = E d’apres la prop. 136 p. 183.
Donc /7 (f7(F)) = f7(E) = im(f).

Done 77 (f (F)) = im(/)]

¢ (2)

Raisonnons par doubles inclusions.
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Soity € F.
Supposons que y € f7 (f(B)).
Il existe donc = € f<(B) tel que y = f(z).
Ainsi, y € im(f).
Or,z € f*(B) donc f(x) € B.
Comme y = f(z),onay € B.
Doncy € Bety € im(f).
Donc y € BNim(f).

Doncsiy € f7 (f<(B)),alors y € BNim(f).

Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut dire que f~ (f<(B)) C Bnim(f).

Soity € F.
Supposons que y € B Nim(f).
En particulier, y € im(f) donc il existe z € E tel que y = f(x).
De plus, y € B,donconax € f<(B).
Donc comme y = f(z),onay € [~ (f<(B)).
Doncsiy € BNim(f),onay € f7 (f<(B)).
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut dire que f~ (f<(B)) 2 BNnim(f).

Finalement, | f~ (f<(B)) = BNim(f)|

¢ (3)
En utilisant (2), on a immédiatement le résultat :

f7(f7(B)) = Bnim(f) C B d’apres la prop. 22 p. 23.
Done| /7 (f~(B)) C B)

X0
Raisonnons par doubles implications :
Supposons que VD C F, f~ (f<(D)) = D.
En particulier, pour D = F', on obtient f~ (f* (F)) = F.
Or, (1) nous dit que f~ (f<(F)) = im(f).
Donc im(f) = F.
Donc f est surjective.
Ainsi, siVD C F, f~7 (f<(D)) = D, alors f est surjective.
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Supposons que [ est surjective.
On a alors im(f) = F.
La proposition (2) nous ditque VD C F, f~ (f< (D)) = D nim(f).
On peut donc dire que VD C F, [~ (f< (D)) = DNF.
Or,VD C F, DN F = D d’apres la prop. 22 p. 23.
Donc VD C F, f7 (f<(D)) = D.
Donc si f est surjective, alors VD C F, f~ (f< (D)) = D.

Finalement, (‘V’D CFE f7(fo(D)= D) <= f estsurjective .

¢ (5)

Posons B = f7(A).
Onaalors £ (£ (f7(A))) = /7 (f7(B)) £ BOim(f) = f7(A) nim(f).
Or A C Edonc f7(A) C f7(F) par croissance de .

Or, f~(E) = im(f).

Donc f7(A )Q m(f).

Donc f7(A) Nim(f) = f~7(A) d’apres la prop. 22 p. 23.

Done| f7 (f7 (f7(4))) = /7 (A)}

¢ (6)
Ona f~ (AU f(B)) AU (f7(B)) (% f7(A)UB.

128p 163

Donc | f7 (AU f7(B)) € f7(A)UB|

¢ (7)
Raisonnons par doubles inclusions.

Ona f7 (ANf(B)) C f*(A)ﬂf%(f“(B))(%f*(A)ﬂB-

128 p. 163

Soity € F.
Supposons que y € f7(A) N B.
En particulier, y € f7(A) donc il existe a € A tel que y = f(a).
Or,onay € Bdonca € f<(B).
Ainsi,a € Aeta € f<(B).
Donca € AN f<(B).
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Donc comme y = f(z),onay € f~ (AN f(B)).
Doncsiy € f7(A)N B,alorsy € f~7 (AN f<(B)).
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut dire que [~ (AN f<(B)) 2 f7(4) N B.

Finalement, | f~ (AN f<(B)) = f7(A) N B|

¢ (8
Raisonnons par doubles implications.
Supposons que B C f7(A).
En particulier, ona BN f~7(A) = B d’apres la prop. 22 p. 23.
Posons C' := AN f<(B).
Onadonc f7(C) = f7 (AN f<(B)) 5 f7(A)NnB=B0B.
Donc f7(C) = B.
Etcomme C' = AN f<(B),onaC C A d’apres la prop. 22 p. 23.
Donc si B C f7(A), alors il existe C' C A tel que f~(C) = A.

Supposons qu’il existe C' C A tel que f~(C) = B.
Comme C' C A,ona f7(C) C f7(A) par croissance de .
Donc B C f7(A).

Donc s’il existe C' C A tel que f~(C) = B, alors B C f~(A).

Finalement, | B C f7(A) <= IC C A, f7(C) = B|
CQFD.
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Proposition 143 (Image réciproque de I'image directe)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.
Soient AC Fet BC F.

(1) AC f(f7(A)
@) f((E) =E

3) (vc CE,C=f( f*(C))) —— festinjective

Autrement dit, £ est une inverse a gauche de f~.
4) f= (7 (F7(B)) = f(B)

) f(f7(AuUB) 2 AU f(B)

6) f~(f7(A)nB)2 AN f(B)

(MNACf(B) < f7(A)CB

\ J/

QW&W
¢ ()
Soitx € B.
Supposons que x € A.
Onadonc f(z) € f7(A).
Donc z € f< (f7(A)).
Donc siz € A, alors x € f< (f7(A)).
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut affirmer que | A C f< (f7(A)) |

¢ (2
On sait que f* (f7(E)) C E par définition de f*.
On sait que f< (f7(F)) 2 £ d’apres (1).

Onadonc|f< (f7(F)) = FE|

L 6))

Raisonnons par doubles implications.
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Supposons que VC C E,C = < (f7(C)).
Soient a et b dans .
Supposons que f(a) = f(b).
Posons C' = {b}.
Onadonc f7(C) = f~ ({b}) = {f(b)} d’apres la prop. 126 p. 161.
Or, comme f(a) = f(b),ona f(a) € {f(b)}
Donc f(a) € f7(C).
Donca € f< (f7(C)).
Or, f< (f7(C)) = C par hypothese.
Donc a € C.
Or, C = {b}.
Donc a € {b}.
Donc a = 0.
Donc si f(a) = f(b), alors a = b.
Ceci étant vrai pour tout a et b de F, on peut dire que f est injective.
DoncsiVC C E,C = f< (f7(C)), alors f est injective.

Supposons que f est injective.
Soit C' C E.
Montrons que C' 2 f< (f7(C)).
Soitz € E.
Supposons que z € [ (f7(C)).
On adonc f(x) € f7(C).
Il existe donc ¢ € C' tel que f(z) = f(c).
Or, f est injective par hypothese.
Donc z = c.
Donc z € C.
Doncsiz € f< (f7(C)),alors x € C.
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut affirmer que C O f (f7(C)).
Or, on saitque C' C f< (f7(C)) d’apres (1).
Donc C = f< (f7(C)).
Ceci étant vrai pour tout C' C F, on peut dire que VC' C E,C' = f< (f7(C)).
Donc si f est injective, alors VC' C E,C = f< (f7(C)).

Finalement, (‘V’C’ CEC=f“" (f*(C’))) <= f estinjective |




198 CHAPITRE 3. APPLICATIONS

X0
Montrons que /< (f7 (f*(B))) € f7(B).
Soitx € B.
Supposons que x € f< (f7 (f(B))).
Onadonc f(z) € f7 (f<(B)).
Il existe donc a € f<(B) tel que f(x) = f(a).
Comme a € f<(B),ona f(a) € B.
o, f(x) = f(a).
Donc f(x) € B
Donc z € f<(B).
Doncsiz € f< (f7 (f<(B))), alorsx € f<(B).
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut affirmer que f< (f~ (f<(B))) C f<(B).
Or,ona f (f7 (f7(B))) 2 f7(B) daprés (1).
Done | /= (f7 (f7(B))) = f7(B)]

¢ (5)
Soitz € E.
Supposons que z € AU f(B).
Donc f(x) € /(AU f~(B)).
Or, f7 (AU f(B)) C f7(A)UB.
Donc f(x) € f7(A) U B.
Doncz € f< (f7(A)UB).
Doncsiz € AU f<(B),alorsz € f< (f7(A) U B).
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut affirmer que | f< (f7(A)UB) 2 AU f<(B) |

¢ (6)
Soitz € E.
Supposons que z € AN f<(B).
Donc f(z) € f7 (AN f7(B)).
Or, f7 (AN f<(B)) = f7(A) N B d’apres la prop. 142 p. 192.
Donc f(z) € f7(A )F‘IB.
Donc x € f< (f7(A) N B).
Doncsiz € AN f<(B),alorsz € f< (f7(A) N B).
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut dire que | f< (f7(A)UB) 2 AU f<(B) |

¢ (7)
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Raisonnons par doubles implications :

Finalement, | A C f<(B) < f7(A) C B|
CQFD.

Supposons que A C f<(B).

Onadonc f7(A) C f7 (f<(B)) par croissance de .

Or,ona f~ (f<(B)) C B d’apres la prop. 142 p. 192.
Donc f7(A) C B par transitivité de C.

Donc si A C f<(B), alors f7(A) C B.

Supposons que [~ (A)
On adonc f< (f7(A))
Or,ona A C f< (f7(A)) d’apres (1).
Donc A C f*(B) par transitivité de C.

C B.
c e

Doncsi f7(A) C B, alors A C f<(B).

(B) par croissance de f* .

199
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Proposition 144 (Bijection réciproque, image directe et réciproque)

Soient E et F' deux ensembles non vides tels que Bij(E — F) # 0.
Soit f : F — F une bijection.

Les propositions 133 page 179 et 141 page 188 nous assure qu’alors f~ et f sont bijectives.

On a alors les égalités suivantes :
WU =0

2 (f) 7 ="

() (f)7 = f¢

Autrement dit, on a le diagramme suivant :

Bij(E — F) +——— Bij(F — E)
Bij (P(E) — P(F)) +— Bij(P(F) — P(E))

La proposition nous dit que le diagramme est commutatif : seuls le départ et I’arrivée importent, pas

le chemin.

@mﬂm
¢ (1)
[llustrons tout d’abord la proposition par le sous-diagramme commutatif correspondant :

Bij(E — F) ——— Bij(F — E)
Bij (P(E) — P(F)) —= Bij (P(F) — P(E))

Ainsi, partir a droite puis en bas, revient a d’abord partir en bas puis partir a droite.

La propriété est démontrée lors de la proposition 132 page 175.

¢ (2)
C’est la proposition 141 page 188.

LC)
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[lustrons tout d’abord la proposition par le sous-diagramme commutatif correspondant :
Bij(E — F)

Bij (P(E) — P(F)) — Bij (P(F) — P(E))

Ainsi, aller en diagonale revient a descendre puis aller a droite sur le diagramme.
Démontrons-le :

On est donc dans le cas ou f, f™ et f sont bijectives.

En particulier, f est injective.

Donc VC' C FE, f< (f7(C)) = C d’apres la prop. 143 p. 196.

Donc VC' C E, (f< o f7)(C) = idpg)(C).

Donc f< o f7 = idp(g).

Donc|(f7)" = fo|.
CQFD.

4.4 Définition par image directe

& Notation

Soient F et F' deux ensembles.
Soit f : E — F. Soit A une partie de F.

Soit P une assertion pouvant dépendre d’un parametre.

L’ensemble [~ (A N{zekFE| P(:I;)}) sera parfois noté { f(x) |z € Aet P(z)}.

On dit alors qu’on a I’a défini par image directe.

On pourra donc considérer { f(x) | z € A} en prenant pour P une assertion toujours vraie, ou encore
considérer { f(z) | P(x)} en prenant A = E.
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< Remarque 7

Avec cette nouvelle notation, on peut réécrire plus naturellement les ensembles suivants :

Soient F et I deux ensembles non vides.
(1) ExXF={(z;y) |z € Eety € F}
(2) Agp = {(z;7) | * € E} ot Ag est la diagonale de E?

(3) T ={(y;z) | (xr;y) € T} ot T est un graphe de E dans F’

(4) f[7(A)={f(a)|lac A}ou f: E—-FetACE

5 Restriction, corestriction et coprolongement

5.1 Restriction

Proposition 145 (Restriction d’une application)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F.

Soit A une partie de E.
(1) La restriction fi4 de f a A est une application.

(2)Ona f|A: A — F
v — @)

(3)Ona fig=f

(4) Pour toute partie C' de A, on a (flA)|o = fic.

Q@WM&%

¢ (D)

Soit I" le graphe de f.

Onadonc [ = ((E, F);I‘).

Par définition, on a fj4 = ((A; F);I'n (A x F))
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e Montrons tout d’abord que f|4 est fonctionnelle.
On sait que fj4 < f d’apres la prop. 56 p. 66.
Or, f est une application donc f est fonctionnelle.

Donc f|4 est fonctionnelle d’apres la prop. 92 p. 114.

e Montrons a présent que dom ( /i A) = A.
On a dom (f|A) = {m e A | Jy € F,xf|Ay}.
Ainsi, on sait déja que dom (fj4) C A.
Montrons que dom (fi4) 2 A.
Soitx € E.
Supposons que x € A.
Comme A C F,onaz € FE.
Posons yy = f(z).
On a donc x fy.
Donc (z;y0) € I'.
Or,z € Aetyy € F.
Donc (z;y) € A X F.
Ainsi, on a (z;10) € ['et (x;y0) € A X F.
Donc (z;y0) € I'N (A x F).
Donc x f|ayo-
Donc il existe y € I tel que z f4y.
Donc z € dom (f|A).
Ainsi, si z € A, alors z € dom (f|A).
Ceci étant vrai pour tout = € E, on peut dire que dom (fj4) 2 A.
Ainsi, on a dom (fj4) = A.

Finalement, f|4 est une application |

¢ (2)
Premiérement, comme f4 = ((A; F);I'n (A x F)) onabien fij4 : A — F.
Il nous reste donc a montrer que pour tout z € A, ona fia(z) = f(x).
Si A = (), c’est immédiat.
Supposons donc que A # ().
Soit x € A.
Posons y = fia(x).
On a donc x f| 4.

203
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Donc (z;y) e 'N (A x F).
En particulier, (x;y) € I
Donc z fy.

Donc y = f(x).

Or,y = fia(x).

Done () = ().

Donc pour tout z € A, ona fia(z) = f(x).

f‘A:A—>F

Donc

z — f(z)
¢ (3

£ — F
Ona fig = = f d’apres (2).

v — f(z)
Donc| filg = f|
¢ (4)
Soit C' une partie de A.

¢ — F ¢ — F

On a alors (flA)\c = = = fic-

—
~

Donc <f‘A)|C = f|c .

Proposition 146 (Restriction et images)

Soient £ et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

Soit A une partie de F.

(1) Pour toute partie C'de A, on fi4— (C) = f7(C).
(2) Onaim (fia) = £ (A).

(3) En particulier, on a im (fj4) C im(f).

(4) Pour toute partie B de F',ona fja™ (B) = f<(B) N A.
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@mmn
4 (1) Soit C une partie de A.
Onaalors fi4 7 (C) = {fia(c) | ceC} = {f(c)|ceC}=[f7(C).

145 p. 202

Donc| 47 (C) = 7 (C)]

¢ (2)
Onaim (fia) = fla~(A) O [7(A).

Donc |im (fja) = f7(A) |

¢ (3)
Onaim (fia) = f7(A) <€ im(f).

2) 127 p. 162
Donc |im (fj4) C im(f)|

¢ (4

Soit B une partie de F'.

Onaalors fi4“ (B) = {z € A| fia(z) € B} T {rx € A| f(x) € B}
={zeE|f(zx)e BfnA=f(B)nA.

Donc| fia" (B) = f<(B)NA|
CQFD.

Proposition 147 (Restriction de I'identité)

Soit E un ensemble non vide et A une partie de F.

La restriction de 1’identité sur £/ a A est tout simplement I’injection canonique de A dans F.

W Dhernonstratiin

F — FE A — FE
Ona (idg)ja = =
r — X xr +— X

CQFD.
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Proposition 148 (Restriction, prolongement et "jectivité")

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

Soit A une partie de E.

Injectivité

(1) Si f est injective, alors f|4 est injective.

(2) S’il existe au moins un prolongement de f injectif, alors f est injective.
Surjectivité

(3) fia est surjective si et seulement si f7(A) = F.

(4) Si f|4 est surjective, alors f est surjective.

(5) Si f est surjective, alors tout prolongement de f est surjectif.

Remarque :

e Ce n’est pas parce que f|4 est injective que f I’est.

En effet, imaginons que A = {1}, F = {1;2} et F = {3}.

Onadonc f: {1;2} — {3}.

On a évidemment f(1) = 3 = f(2) mais 1 # 2 donc f n’est pas injective.

Cependant, f|4 est bien injective.

e Ce n’est pas parce que f est surjective que fi4 Iest.

En effet, imaginons que A = {1}, £ = {1;2} et I’ = {3;4}.
Onadonc f: {1;2} — {3;4}.

Imaginons aussi que f(1) = 3 et f(2) = 4. f est ainsi surjective.

Mais f|4 n’atteint jamais 4 et n’est donc pas surjective.

@WMW
¢ ()
Supposons que f est injective.

Soient a; et as dans A.
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Supposons que f(ax) = fia(as).
On adonc f(ay) = f(ag) d’apres la prop. 145 p. 202.
Or, f est injective par hypothese.
Donc a; = as.

Donc si fia(a1) = fia(az), alors a1 = as.

Ceci étant vrai pour tout a; et ap dans A, on peut dire que f|4 est injective.

Donc [si f est injective, alors f|4 est injective |

¢ (2)
Supposons qu’il existe un prolongement de f qui soit injectif.
Il existe donc £ un sur-ensemble de E et g : & — I injective telle que gz = f.

Donc d’apres (1), comme g est injective, gz est injective.

Donc ‘ f est injective ‘

¢ (3)
On a les équivalences suivantes :
1 est surjective
<= im ( 1 A) =F
< [7(A) = F puisque im (fj4) = f~(A) d’apres la prop. 146 p. 204

Donc | fi4 est surjective si et seulement si f7(A) = F'|

X0
Supposons que f|4 est surjective.

Donc f7(A) = F d’apres (3).

Or, f7(A) Cim(f) d’apres la prop. 127 p. 162.
Donc F' C im(f).

Or, on aim(f) C F par définition de im(f).
Donc im(f) = F.

Donc ‘ f est surjective ‘

¢ (5

Supposons que f soit surjective.

Soient £ un sur-ensemble de F et g : £ — F un prolongement de f.
On adonc g = f.

Or, f est surjective.

Donc g/ est surjective.

Donc g est surjective d’apres (4).

CQFD.
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5.2 Corestriction

Proposition 149 (Corestriction d’une application)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.
Soit B une partie de F'.

f®: E — B
(1) Si f! est une application, alors
r — f(x)

(2) La corestriction f! de f & B est une application si et seulement si im(f) C B.

(3)Ona flIF = f.

(4) Pour toute partie D de B telle que im(f) C D, on a (f'B)lD = fIP,

7 Dlrnsenstvatiion
¢ (1)
Supposons que f!Z est une application.
Soit I" le graphe de f.
Par définition, on a f!¥ = ((E, B);T'N(E x B))
On a donc bien fIZ : F — B.
1l reste donc a montrer que pour tout 7 € £, ona f1?(z) = f(z).
Soit z € E.
Posons y = f!5(z).
On a donc z fBy.
Onadonc (z;y) e I'N (E x B).
Or,onal'N(E x B) C I d’apres la prop. 22 p. 23.
Donc (z;y) € I'.
Donc x fy.
Donc y = f(x).
Donc f1B(x) = f(z).
Donc pour tout 7 € F,ona f1B(x) = f(x).

flB:. E — B
Finalement, on a bien
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¢ (2)
Raisonnons par doubles implications.
Supposons que f!7 est une application.
Soity € F.
Supposons que y € im(f).
Il existe donc = € E tel que y = f(z).
Or, (1) nous dit que f(x) = fIB(z).
Donc y = f1B(x).
Donc y € im (7).
Or, im ( flB ) C B par définition.
Doncy € B.
Donc si y € im(f), alors y € B.

Donc si fIZ est une application, alors im(f) C B.

Supposons que im(f) C B.

Soit I' le graphe de f.
Par définition, on a fI% = ((E; B):T'N(E x B)).

e Montrons tout d’abord que f!? est fonctionnelle.
On sait que f/? < f d’apres la prop. 56 p. 66.
Or, f est une application donc f est fonctionnelle.

Donc f!7 est fonctionnelle d’apres la prop. 92 p. 114.

e Montrons a présent que dom ( 1B ) =F.
Onadom (f%) = {z € E |3y € B,zfPy}.
Ainsi, on sait déja que dom (fP) C E.
Montrons que dom (/%) D E.

Soitz € E.

Posons yy = f(z).

On a donc z fy.

Donc (z;y0) € T

De plus, comme yy = f(x), ona yo € im(f).

Or, im(f) C B par hypothese.

Donc 4y, € B.

Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut dire que im(f) C B.

209
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Ainsi, comme z € F,ona (z;y) € F X B.

Donc (z;y0) € T'et (z;90) € E X B.

Donc (z;y0) € T N (E x B).

Donc z f1By.

Donc il existe y € B tel que x f/5y.

Donc z € dom (fI7).
Ceci étant vrai pour tout z € £, on peut dire que dom ( f1B ) DO FE.
Ainsi, on a dom (f'B) =FE.

Donc f!P est bien une application.

Donc siim(f) C B, alors f!Z est une application.

Finalement, | f/® est une application si et seulement si im(f) C B|.

LC)
Comme im(f) C F par définition, f!*" est bien une application d’apres (2).
E — F
On a les égalités suivantes : fI¥" = = f.
)
Donc | fIF = f|.
LY

Soit D une partie de B telle que im(f) C D.

Donc f!P est une application d’apres (2).

De plus, comme D C B,onaim(f) C B.

Donc f!P est aussi une application d’apres (2).

Soity € F.
Supposons que y € im (f7).
I existe donc = € E tel que y = fIB(z).
Or, f'B(z) = f(z) d’apres (1).
Donc y = f(z).
Donc y € im(f).
Donc si y € im (f17), alors y € im(f).
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut dire im ( f |B) Cim(f).
Orim(f) C D.
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Donc im (f1?) C D.
Donc (f17) P est une application d’apres (2).

By D E — D E — D D
On a alors (f17)" = = = fIP,
"\ oz — f18(x) W\ 2z — f(x)

—~

Donc (f'B)|D = fIP|
CQFD.

Proposition 150 (Corestriction et images)

Soient E' et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.
Soit B une partie de F telle que im(f) C B.

(1) Pour toute partie A de E, ona (fI%) 7 (A) = f~(A).
(2) En particulier, on a im (f!%) = im(f).

(3) Pour toute partie D de B, ona (fI#)” (D) = f<(D).

\ J/

@mﬁmm
¢ ()
Soit A une partie de F.
Soity € F.
On a les équivalences suivantes :
ye (/)74
<= Jac Ay= fBa)
14@)8 da e Ay = f(a)
= ye f7(4)
Donc y € (f'B)ﬁ(A) — ye f7(A)
Ceci étant vrai pour tout y € F, on peut dire que (f'B)%(A) = f7(4)|

¢ (2)
On a donc im (fIF) = fIP7(E) m f7(E) = im(f).

Donc |im (fI#) = im(f)|.

¢ (3
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Soit D une partie de B.
Soitx € E.
On a les équivalences suivantes :
z € fIF(D)
«— fB(x)eD
14ﬁ08 f)eD
<~ z € f7(D)
Onadonc z € fB" (D) « z € f=(D).
Ceci étant vrai pour tout # € E, on peut dire que | (%) (D) = f<(D)|
CQFD.

Proposition 151 (Corestriction et "jectivité")

Soient E' et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F.
Soit B une partie de F telle que im(f) C B.

Injectivité

(1) f est injective si et seulement si f7 est injective.
Surjectivité

(2) fIB est surjective si et seulement si im(f) = B.
Bijectivité

(3) f estinjective si et seulement si f™(#) est bijective.

@mmﬁ

¢ (1)

Raisonnons par doubles implications :

Supposons que f est injective.
Soient z et 2’ dans F.

Supposons que f1B(x) = fIB(2).
On sait que f1B(x) = f(x) et fIB(2') = f(a') d’apres la prop. 149 p. 208.
Donce f(z) = fl%(x) = fIP(z') = f(a').
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Donc f(z) = f(2').
Or, f est injective par hypothese.
Donc = = «’.
Donc si fI(z) = flB(2'), alors 2 = .
Donc Vr € E.V2' € E, (f'B(w) = fB(a) =2 = a:’).
Donc fI7 est injective.

Donc si f est injective, alors f!7 est injective.

Supposons que f!Z est injective.
Soient = et ' dans FE.
Supposons que f(z) = f(z').
On sait que f15(x) = f(z) et fB(a’) = f(2') d’apres la prop. 149 p. 208.
Donc fIP(z) = f(z) = f(z') = fIP(2).
Donc f!B(z) = fIB(a2").
Or, f! est injective par hypothése.

€

Donc z = 2.
Donc si f(x) = f(2'), alors x = 2.
Donc Vz € E,V2' € E, (f(x) =f(a)=uz= x’).
Donc f est injective.

Donc si fI7 est injective, alors f est injective.

Finalement, | f est injective si et seulement si f!? est injective|.

¢ (2)
Raisonnons par doubles implications :
Supposons que f!? est surjective.
On a donc im (f1?) = B.
Or, on aim (f1#) = im(f) d’apres la prop. 150 p. 211.
Donc im(f) = B.

Donc si fI? est surjective, alors im(f) = B.

Supposons que im(f) = B.

Or,on aim (f'B) = im(f) d’apres la prop. 150 p. 211.
Donc on a im (f1#) = B.
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Donc fI7 est surjective.

Donc siim(f) = B, alors f!? est surjective.

Finalement, | /7 est surjective si et seulement si im(f) = B|.

¢ (3)
Raisonnons par doubles implications :
Supposons que [ est injective.
Alors fIim(f) est injective d’apres (1).
Or, fm(f) est surjective d’apres (2).
Donc flim(f) est bijective.

Donc si f est injective, alors f™m(/) est bijective.

Supposons que f™() est bijective. En particulier, f™() est injective.
Donc f est injective d’apres (1).

Donc si f™m(/) est bijective, alors f est injective.

Finalement, | f est injective si et seulement si f™() est bijective |.
CQEFD.

Proposition 152 (Corestriction et graphe)

Soient F et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.
Soit B une partie de F telle que im(f) C B.

La corestriction f/Z a le méme graphe que f.

Soit I le graphe de f.

Alors par définition, le graphe de f!Z est ' N (E x B).

11 faut donc montrerque I' =I' N (£ x B).

Autrement dit, il suffit donc de montrer que I' C E' x B d’apres la prop. 22 p. 23.

Soit z un ensemble.

Supposons que z € I'.
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Or, par définitionde ', ona ' C E x F.
Donc z € I/ x F.
Il existe donc z € E ety € F tel que z = (x;y).

Comme z € I', on adonc (z;y) € I'.

Comme I" est le graphe de f, ona zfy etdonc y = f(z).

On adonc y € im(f).
Or, im(f) C B par hypothese.
Doncy € B.
Doncx € Fety € B.
Donc (z;y) € E x B.
Donc z € £ x B.
Doncsiz €I’ alors z € E x B.

Donc Vz, <z€F=>z€E><B>.
DoncI' C F x B.
CQFD.

5.3 Coprolongement

Proposition 153 (Coprolongement d’une application)

\

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

Soit F un sur-ensemble de F'.

11 existe un unique coprolongement de f a F qui soit une application.

215

gf Dhomonstsatiin

e Commencons par démontrer I’existence.

g: K — F
Soit

r — f(x)

On sait par définition de f que f : £ — F.
Donc pour tout z € E, ona f(x) € F.

Or, pour tout = € F, on a g(x) = f(x) par définition de g.

Donc pour tout x € F,onag(z) € F.
Donc im(g) C F.

On peut donc corestreindre g a F'.
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|F

EFE — F E — F
On a alors g/F' = o = f.
z — f(2) : — f(x)

On a donc g/¥' = f.
Donc g est un coprolongement de f a F.

Or, g est une application par définition.

Donc | il existe un coprolongement de f a F qui soit une application. ‘

e Montrons a présent I’unicité.

Soient g : £ — Feth: E — JF deux applications qui coprolongent f a F.
Soitz € F.
On sait que g et h coprolongent f.
Donc f est la corestriction de g et de h a F.
Donc g/¥ = f = b/¥ donc ¢/F = hlF.
Donc ¢!¥'(z) = hlf'(2).
Mais par définition de la corestriction, g(z) = g/¥'(x) et h(z) = hlF'(2).
Donc g(z) = h(x).

Donc Vz € E, g(z) = h(z).

Donc g = h d’apres la prop. 94 p. 118.

| D’oii I"unicité |
CQFD.

On

—

Définition 62 (Le coprolongement d’une application)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

Soit F un sur-ensemble de F'.

La proposition 153 page 215 nous assure qu’il existe un unique coprolongement de f a F qui soit une

application.
Nous dirons que c’est le coprolongement de f 4 F. Nous le noterons f17.

fF: E — F
Ainsi, on a

peut donc adapter les propriétés précédentes dans le cas du coprolongement.
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Proposition 154 (Coprolongement et images)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : E — F.

Soit F un sur-ensemble de F'.

(1) Pour toute partie A de F, on a (fo)_)(A) = f7(A).

(2) En particulier, im (f77) = im(f).

(3) Pour toute partie 3 de F, on a (f“r)% (B) = f< (FnB).

(4) En particulier, pour toute partie B de F, ona (f17)™(B) = f=(B).

7 Drmonstvatiion

Notons g = f17.

On sait que g est un coprolongement de f.
Donc f est la corestriction de g a F'.
Donc f = ¢/¥.

¢ (1)
Soit A une partie de E. On a alors ( f17) 7 (A) = g7 (A)

Donc | (f17)7(A) = f7(A)|

(97)7(4) = [ (A).

150p 211

qe)
Onaim (£17) = (£17)7(E) = f7(E) = im(f).

Donc |im () = im(f)|

4 (3) Soit B une partie de .

Soitx € E.

On a les équivalences suivantes :
z € (f“”)“(B)

V(z) €
(x) € B par définition de f17
f(z) € Bet f(z) € F par définition de f
($) eBNF
€ fo(BNF)

IHHIM
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Donc z € (fI¥)7(B) <= z € f<(BNF).
Ceci étant vrai pour tout # € E, on peut conclure que | (%)™ (B) = f< (BN F)|.

¢ (4) Si B est une partie de ', alors BN F' = B d’apres la prop. 22 p. 23.
Alors (f7)7(B) = f<(BNF) = f<(B).

Etdonc | (f7)7(B) = f<(B)|
CQFD.

Proposition 155 (Coprolongement et injectivité)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit f : F — F.

Soit F un sur-ensemble de F'.

f est injective si et seulement si f17 est injective.

11 suffit de remarquer que f = ( Vikd ) I par définition d’un coprolongement (en toute généralité pour les
relations binaires) puis d’appliquer la proposition 151 page 212.
CQFD.

Proposition 156 (Coprolongement et graphe)

Soient F' et F' deux ensembles non vides. Soit f : £ — F.

Soit F un sur-ensemble de F'.

Alors f et son coprolongement {1/ ont le méme graphe.
\_ J

11 suffit de remarquer que f = ( Vikd ) I par définition d’un coprolongement (en toute généralité pour les

relations binaires) puis d’appliquer la proposition 152 page 214.
CQFD.
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1 Définition et notations

Définition 63 (Famille)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

e On appelle famille d’éléments de £ indexée par [ toute application z : [ — E.
e Pour i € I (si jamais I # (), on notera souvent z;, plutdt que x(ig).
e 1 sera alors parfois notée (z;);c; ou (z(7));es-

e Pour i( € [ (si jamais [ est non vide), on dira alors que z;, est le terme de (z;);c; d’indice ¢, ou

encore le i§™ terme de (z;)e;-
e On dira donc que / est I’ensemble des indices de (z;);c;.

e On dit que les éléments de im(z) sont les termes de (;);c;.

& Notation

e Dans la notation (z;);cs, 1’indice 7 est dit muet : on peut le remplacer par tout autre caractere.

On a donc par exemple (2;)ic;r = (2;)jer = (k) kel

Il faut cependant prendre garde a ce que cet indice muet ne soit pas déja utilisé au sein méme d’une

expression, au risque de faire des contre-sens !

e L’ensemble des familles de E indexées par I est tout simplement A(/ — E), parfois noté E'.

e Pour rappel, on a introduit plus tot la notation permettant de dire {x; |i € [} = im((mi)ie I).

Rappelons au passage que si / est vide ou si £ n’est pas vide, alors il existe au moins une application de /

dans E, et donc au moins une famille d’éléments de F indexée par I.
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Définition 64 (Famille associée a un ensemble)

Soit £ un ensemble non vide.

L’identité sur F, vu comme une famille, est parfois appelée la famille associée a F.

On aura donc (x;);cg = idg, et donc pour touti € F, on a x; = i.

Il est donc a noter qu’on peut donc écrire idg = (1dg(z))rer = (2)zck-

— —

Proposition 157 (Image d’une famille associée)

Soit £ un ensemble.

Soit (z;);cr la famille associée a F.

Onaalors £ = {z; |i € I}.
— —

W Drreenistrotiin
Par définition, (z;);c; = idg, et [ = E.
On adonc E = im<idE) - im((fm‘)ieE> — {2, |i€ B}y = {u;|i eI}
Donc|E = {z;|i € I}|
CQFD.

Définition 65 (Sous-famille et sur-famille)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit (A;)ier une famille d’éléments de F indexée par 1.
(1) On appelle sous-famille de (A;);c; toute restriction de (A;);c; a une partie de /.

(2) On appelle co-sous-famille de (A;);c; toute corestriction de (A;);c; & une partie de ' qui contient

son image.
(3) On appelle sur-famille de (A;);c; toute famille dont (A; ) est une sous-famille.

(4) On appelle co-sur-famille de (A;);c; toute famille dont (A;);c; est une co-sous-famille.

— ——
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Proposition 158 (Autre écriture d’une sous-famille)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit (A;)ier une famille d’éléments de F indexée par /.

Pour toute partie J de I, on a (A;);cs = ((Ai)iel)| .
J

Autrement dit, (A;);c est la sous-famille indexée par J de (A;)ic;-

— —

@’ Domonstsatiin

J — FE I — F
Ona(A;)ics = = = ((Ai)iel)u-
T — A i o A |
J
CQFD.
Remarque :

Soient E un ensemble non vide et / un ensemble.
Soient J une partie de et £ un sur-ensemble de £.
Soit F’ une partie de E telle que {A; |i € [} C F.

Soit (A;);cr une famille d’éléments de F indexée par /.

On a alors :

b ((Ai)iEI)F e F!
te

hd ((Ai)iel) &l

o ((Ai)i€I>J e E’

Définition 66 (Deux a deux distincts ou disjoints)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit (A;)icr une famille d’éléments de F indexée par /.

(1) On dit que les termes de (A;);c; sont deux a deux distincts si et seulement si
ViEI,VjEI,(z’;Aj:Ai#Aj).

(2) On dit que les termes de (A;);c; sont deux a deux disjoints si et seulement si
vielLViel (i#)=An4=0).
— ~
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Proposition 159 (Deux a deux et sous-familles)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit (A;)ier une famille d’éléments de F indexée par /.

Distincts

(1) Si les termes de (A;);cr sont deux a deux distincts, alors les termes de toute sous-famille de

(A;)ier sont deux a distincts.

(2) Si les termes de (A;);cr sont deux a deux distincts, alors les termes de toute co-sous-famille de

(A;)ier sont deux a distincts.

(3) Si les termes de (A;);cr sont deux a deux distincts, alors les termes de toute co-sur-famille de

(A;);er sont deux a distincts.

Disjoints

(4) Si les termes de (A;);c; sont deux a deux disjoints, alors les termes de toute sous-famille de

(A;)ier sont deux a disjoints.

(5) Si les termes de (A;);c; sont deux a deux disjoints, alors les termes de toute co-sous-famille de

(A;);er sont deux a disjoints.

(6) Si les termes de (A;);c; sont deux a deux disjoints, alors les termes de toute co-sur-famille de

(A;)ics sont deux a disjoints.

@mﬂm
Distincts

Supposons que les termes de (A;);c; sont deux a deux distincts.

¢ (1)
Soit (A;);cs une sous-famille de (A;);e;-
Onsaitque Vi € I,Vj € I, (2 #1=A # Aj>.

Or par définition d’une sous-famille,ona J C [.
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¢ (2

Disjo
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On adonc, Vi € J,Vj € J, (i%j:>Ai %A]).

Donc |les termes de (A;);cs sont deux a deux distincts |.

Soit F' une partie de F telle que im((Ai)E[) CF.

Soit donc (B;);es la corestriction de (A;);cr a F.

Ainsi, par définition d’une corestriction, pour tout ¢ € I, ona B; = A;.
Or,onaVic I,Vj €I, (z 4= A # Aj).

Done Vi € 1,Yj € I, (i +j= B, # Bj).

Donc |les termes de (B;);c; sont deux a deux distincts |.

¢ (3

Soit F' un sur-ensemble de F.

Soit (B;);cr une famille d’éléments de F' indexée par I, qui est une co-sur-famille de (A;);c;.
Ainsi, par définition d’une co-sur-famille, pour tout i € I, ona B; = A;.

Or,onaVic I,Vj €I, (z 4= A A Aj).

Donc Vi € I,V € I, (z +j= B, # Bj).

Donc | les termes de (B;);c; sont deux a deux distincts |.

ints

Supposons que les termes de (A;);c; sont deux a deux disjoints.

¢ (4

Soit (A;) e une sous-famille de (A;);e;.

On sait par hypothese que Vi € I,Vj € I, (z £j=>ANA = )
Or, par définition d’une sous-famille, ona J C [.

Done Vi € J,¥j € J, (i # j = AN 4; = D).

Donc |les termes de (A;) ;e sont deux a deux disjoints |.

¢ ()

Soit F' une partie de F telle que im((Ai)i€[> C F.
Soit (B;);cr la corestriction de (A;);cr a F.
Ainsi, par définition d’une corestriction, on aVi € I, B; = A;.

On sait par hypothese que Vi € I,Vj € 1, (z Fj=>ANA; = Q)).
On peut donc dire que Vi € I,Vj € I, <7L7éj:>BiﬂBj :(ZJ>.

Donc |les termes de (B;);c; sont deux a deux disjoints |.
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¢ (6)
Soit F' un sur-ensemble de £.
Soit (B;);cr une famille d’éléments de F' indexée par I, qui est une co-sur-famille de (A4;);c;.
Ainsi, par définition d’une co-sur-famille, pour tout? € I,ona B; = A;.

On sait par hypothese que Vi € I,Vj € I, (z Fj=>ANA = Q)).
On peut donc dire que Vi € [,Vj € I, (i#jiBiﬂBj :Q)).

Donc |les termes de (B;);c; sont deux a deux disjoints |

CQFD.

Proposition 160 (Changement d’indice dans une famille)

Soient F, I et J trois ensembles non vides.
Soit A = (A;)ies une famille d’éléments de E indexée par I.
Soit f: J — 1.

(1) Alors A o f est une famille d’éléments de E indexée par J.

Plus précisément, ona Ao f = (As)) e
(2) On a toujours {As) |ied} C{4i|iel}
(3)Si f est une surjection, alors { A(;, |jed}={4]iel}.

(4) En particulier, si f est une bijection, alors { A, |jeJ}={Ai|ieI}.

@ On sait que A est une famille d’éléments de £ indexée par /.
Cela veutdireque A: I — E.Commeona f:.J — I,onadoncbien Ao f:J — F.

Donc A o f est bien une famille d’éléments de F indexée par J.

De plus, pour tout j € J,ona (Ao f)(j) = A(f(4)) = Asg).
On a donc bien Ao f = (As)) e

@Pourtoutj € J,on Apy = A(f(j)) = (Ao f)(j).

97 p. 124

Onadonc {Ay;) | j€J} ={(Ao f)(j)|j€ J} =im(Ao f).
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Deplus, {A; |i € I} ={A(:) | i € I} =im(A).
Or,on aim(A o f) C im(A) d’apres la prop. 99 p. 126.
Onadonc‘{Af(j) |jeJ}C{4]iel} ‘

(3) Comme dit juste au dessus, on a { Af(;) | j € J} = im(A o f).

De méme, ona {A; |i € [} =im(A).

Or, si f est surjective, alors im(A o f) C im(A) d’apres la prop. 118 p. 153.
Donc [si f est surjective, alors {Ay;) | j € J} € {4;|i € I}|

@ I1 suffit simplement de se rappeler que si f est une bijection, alors f est surjective.

On applique alors @
CQFD.

2 Réunion d’une famille d’ensembles

Nous allons a présent généraliser la notion de réunion vu dans le premier chapitre.

Définition 67 (Réunion d’'une famille d’ensembles)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit (A;);er une famille d’éléments de F.

On appelle réunion de (A;);c; 'ensemble | J{A; | i € I}.
On le note |J A;.

i€l

& Notation

Ici aussi, dans J A;, le ¢ est muet : on peut le remplacer par n’importe quel caractere.
iel
Ainsi,ona |J A, = J 4; = U Ak
i€l jE€I kel
Ici encore, il faut veiller au fait que cette variable muette ne soit pas déja utilisée au sein d’une méme

expression, au risque de produire un contre-sens !

Proposition 161 (Autre notation de la réunion d’un ensemble)

Soit £ un ensemble.

Onaalors JE = | A
ACE
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Ona F =im(idg) ={idg(A) |Ac E} ={A| Ac E}.
Donc E = {A| A€ E}.
Donc|JE=J{A| A€ E}.
Or, J{A| A€ E} = AU A par définition.
€E

Donc|JE = |J A}
AEE

CQFD.

Proposition 162 (Caractérisation de la réunion)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.
Soit (A;);er une famille d’éléments de F indexée par I.

Soit z un ensemble.

Onaalors z € |J A; sietseulementsi 3i € I,z € A;.
i€l

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que = € [ A;.

On adonc z € U{fiﬁ iel}.

Il existe donc B € {A; |i € I} tel que = € B.
Or, {A;|iel}= im((Ai)ig).

Donc B € im((Ai)iel).

Il existe donc i € I tel que B = A(ig) = Aj,.
Il existe donc iy € I tel que x € A;,.

Ainsi, six € |J Aj,alors Ji € I,z € A;.
iel

Supposons qu’il existe 7o € I tel que x € A,,.

Or, Ay, = Aliy) € im((Al-)iel).

Il existe donc B € im((Ai)i€I> tel que = € B.
Or, {A;|icl} = im((Ai)ig).

Donc il existe B € {A; | i € I} tel que z € B.
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Donc x € |J{A;|i € I}.
Donc z € |J A..
i€l

Doncsi3di € I,x € A, alors z € | A;.
i€l

Finalement, |z € | J A; si et seulementsi 3i € [,z € A;|.
i€l

CQFD.

Proposition 163 (Réunions simples)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit (A;)icr une famille d’éléments de F indexée par /.
(1) Si I =0, alors |J A; = 0.
i€l

(2) S’il existe ig € I tel que I = {ip}, alors |J A; = A;,.

iel

(3) S’il existe 4; et ip dans [ tels que I = {i; i}, alors |J A; = A;, U Aj,.

i€l

@mmm
¢ (1)
Supposons que I = ().
On a donc —|<Elz' € I).
En particulier, Vo, —(3i € I,z € A;).
Or, Vz, <x ceJA < FJiel,xe Ai>.

el
Donc Vz,x ¢ |J A;.
icl
Donc | |J A; = 0 |d’apres la prop. 7 p. 8.

iel

¢ (2
Supposons qu’il existe iy € I tel que I = {ig}.
Notons A = (A;)er-
Ona{A; |i €I} =im((A)ier) =im(A) = A (1) = A7 ({in}) |, = {AG0) } = {Aa}.
Ainsi,ona |JA; =U{A:i|iel}=U {Aio}.
il
Or, {Aio} = A;, d’apres la prop. 15 p. 16.
Etdonc||J A; = A;, |

el
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¢ (3)
Supposons qu’il existe i; et i dans [ tel que [ = {iy;is}.
Notons A = (A;)ier-
Ona{A|icl}= im((Ai)ieI> — im(A) = A7 () = A~ ({z’l; 1'2})
126 p. 161 {A@l);A(b)} - {Ail;A”}'
Donc {Al ’ 1€ [} = {A117Al2}
Donc |J A; = J{A; [ie I} = {Ail;AQ}.
iel
Or, U {Ail; AiQ} = A;, U A,, par définition de U.
Donc U Az = Ai1 U Ai2 .

el

CQFD.

Proposition 164 (Réunion, minimalité et croissance)

Soit £ un ensemble non vide. Soient I et /' deux ensembles.

Soient (A;);er et (B;)ier des familles d’éléments de F indexées par I.

(1) Pour tout iy € I,ona A;, C |J A.
i€l

(2)SivVieI,A; C F,alors | J A; C F.
i€l
On dit ainsi que | J A; est le minimum, au sens de I’inclusion, parmi les ensembles qui contiennent
i€l
tous les termes de (A;)ic;-

(3) S’il existe ig € I tel que Vi € I, A; C A;, alors |J A; = Aj,.

el

i€l i€l
On dit que [ J est compatible avec I’inclusion.

(5) Pour toute sous-famille (A;),c; de (A;);er,ona (J 4; C | A,

JEJ i€l

@mﬁmﬂ
¢ (1)
Soit ¢y € 1.
Soit x un ensemble.

Supposons que = € A;,.
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Il existe donc i € [ tel que = € A;.
Donc z € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.

i€l
Doncsiz € A;,, alors z € | A;.
i€l
Ainsi, Yz, (:c cA,=zelJ Ai>.

iel

Donc | A;, C J 4; |

iel

¢ (2
Supposons que Vi € I, A; C F.
Soit z un ensemble.

Supposons que z € |J A;.
iel
Il existe donc ¢y € I tel que x € A;, d’apres la prop. 162 p. 227.

Or, A;, C F par hypothese.
Donc z € F.

Doncsiz € |J A;, alors z € F.
i€l
Donc Ve, <x cJA=z¢€ F)
i€l
Donc||J A; C F|.

el

¢ (3)
Supposons qu’il existe 7o € I telque Vi € I, A; C A,,.
Alors en prenant F' = A, dans (2), on obtient | J A; C A;,.
i€l
De plus, on sait que A;, C |J A; d’apres (1).
icl

Donc||J A; = A, |

i€l

¢ (4)
Supposons que Vi € I, A; C B;.
Soit « un ensemble.
Supposons que z € |J A;.
Il existe donc 7y € szél que x € A;, d’apres la prop. 162 p. 227
Or, A;, C B;, par hypothese.
Donc x € B;,.
Or, B,, C |J B; d’apres (1).
Donc z € 161 B;.
Doncsiz € |J 11465 alors x € |J B;.
i€l iel




2. REUNION D’UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 231

Donc Vz, <x€ UA, =z¢€ UBZ>

iel el
Donc||J A; € U B; |
i€l i€l
¢ ()

Soit (A;);ecs une sous-famille de (A;);ec;.
Soit x un ensemble.

Supposons que z € |J A;.
jeJ
Il existe donc j, € J tel que x € A;, d’apres la prop. 162 p. 227.

Or, (A;) e est une sous-famille de (A;);e;.
Donc J C I.

Donc j, € I.

Il existe donc jo € I tel que z € Aj,.

Donc z € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.

iel
Doncsiz € |J Aj,alors z € |J A;.
jeJ i€l
Donc Vz, <x celUU4=2rel Ai>.
jeJ i€l
Donc| |J 4; C U 4|
jeJ i€l

CQFD.

Proposition 165 (Associativité de la réunion)

Soit £ un ensemble. Soient [ et M deux ensembles.

Soit (A;)icr une famille d’éléments de F indexée par /.

Soit (J;,)menr une famille de parties de 7 indexée par M.

Sil = U Jm, alors U Al = U < U Al)
meM i€l meM \i€Jm
On appelle cette propriété I’associativité de la réunion.
\ J/

W Dhosronstatson

Supposonsque I = |J Jy-
meM
Raisonnons par doubles inclusions.

Soit  un ensemble.

Supposons que z € |J A;.
i€l
Il existe donc ¢y € I tel que x € A;, d’apres la prop. 162 p. 227.
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Or,I = |J J, par hypothese.
meM
Doncig € |J Jm.
meM
Donc il existe mg € M tel que ¢y € J,,,, d’apres la prop. 162 p. 227.

Ainsi, z € A; etig € Jp,-
Donc il existe ¢ € J,,,, tel que x € A;.
Doncz € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.

i€ Jmg
Il existe doncm € M telque x € |J A;.
i€dm

Donc z € | ( U Ai> d’apres la prop. 162 p. 227.

meM \i€Jm

Doncsiz € |J A;,alorsz € | (U Ai).

icl meM \i€Jm

Docha:,(xe Udi=ze U (U AZ>>

icl meM \i€Jm
Donc |J A; € U ( U Ai>.
i€l meM \i€Jm

Soit 2 un ensemble.

Supposons que z € | ( U Ai).
meM \i€Jm
Il existe donc my € M tel que x € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.
i€Jmy
Il existe donc iy € J,,,, tel que x € A;,.

Ainsi,ona iy € J,,, etz € A;,.
Il existe donc m € M tel que i1 € J,,.
Doncig € |J J,, d’apres la prop. 162 p. 227.

meM
Or,I = |J J, par hypothese.
meM
Donc 1y € 1.

Il existe donc @ € [ tel que x € A,.
Donc z € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.

el

Doncsiz € J (U Ai),alorsme U A

MmEM \i€Jm icl
Ainsi, Vz, <x e U ( U Ai) =zely Ai).
meM \i€Jm i€l

Donc |J | U 4i) C U A

meM \i€Jm el

Finalement, | | J A; = U ( U Ai> :
i€l meM \i€Jm
CQFD.
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Proposition 166 (Changement d’indice dans une réunion)

Soient F, I et J trois ensembles non vides. Soit f : J — [.

Soit (A;);es une famille d’éléments de E indexée par I.

@On a toujours |J Az € U A

jeJ i€l
@ Si f est surjective, alors |J Ay;) = J 4.
jeJ iel

@ En particulier, si f est bijective, alors |J Az, = | A

JjeJ i€l

7 Dhrnonstratiin

@On sait qu'on a { Ay(;) | j€J} C{A;|ie I} dapreslaprop. 160 p. 225.

Onadonc |J{Ay;) |j € J} CU{4;|i € I} par croissance de | J.

or, U Ay =U{A4sy |7 € J} et UA =U{A;|i € I} par définition de | J.
jeJ

el

Donc | |J Ay € U A4i|

jeJ il

@ Supposons que f est surjective.

On a alors { Ay, ‘ j€J} ={A;|i€ I} dapreslaprop. 160 p. 225.

Donc {4y |jeJ} =U{AilieI}.

or, U Ay =U{A4sy |7 € J} et UA =U{A;|i € I} par définition de |J.
j€J i€l

Donc | |J Asi) = U 4|

jeJ il

@ Supposons que f est bijective.

Alors f est surjective.
Donc d’apres @ ona| J Asj) = U Al

jeJ il

CQFD.
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& Notation
Soit £ un ensemble non vide. Soient / et J deux ensembles.

Soit (f(2)).erxs une famille d’éléments de F indexée par I x J.
e On notera parfois (f(z,]))lg ou (f(%;7))@jyerxs alaplace de (f(2)).crx-
j

e On notera parfois |J f(i;j)ou |J f(i;j)alaplacede |J f(2).
i€l (3;7)eIxJ z€IlxJ
JjeJ
Ici encore, ¢ et j sont dites muets : on peut les remplacer par n’importe quels autres caracteres (celui

qui remplace ¢ doit bien entendu étre distinct de celui qui remplace 7).

Ainsi, on a par exemple (f(4; 7)) icr = (f(a;0))acs = (f(c;d))cer.
= beJ deJ

De méme, ona J f(3;5) = U f(a;0) = U f(cd).

el a€el cel
JjeJ beJ deJ

Encore une fois, on veillera a ce que ces caracteres muets ne soient pas déja utilisés au sein d’une

méme expression, au risque de dire un contre-sens !

Proposition 167 (Double réunions)

Soit £ un ensemble non vide. Soient [ et J deux ensembles.

Soit f(i; 7)icr une famille d’éléments de F indicée par I x J.
jeJ

(1) On a alors LGJI UJf(i;j) = U f(i59) = ‘UJ U (i 5).-
je jzg]] jediel

(2) De plus, pour tout ensemble x, on a
x € | f(i;7) siet seulement s’il existe ¢ € [ et j € J tels que = € f(i; 7).

iel
jeJ

W Dhosronstatsin

Démonstration de (1).

‘ o g IxJ — 1 g IxJ — J
Introduisons les applications et

(47) = i (47) — J
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4 Commencons par prouver que | J |J f(¢;7) = U f(i;7).
i€l jeJ i€l
jeJ
Soit  un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que x € |J J f(i;7).

i€l jeJ

Il existe donc ig € I tel que x € |J f(io; 7) d’apres la prop. 162 p. 227.

jeJ
Il existe donc jy € J tel que = € f(ig; jo) d’apres la prop. 162 p. 227.

Donc si I’on pose ko = (ig; jo), ona z € f(ko).
Donc il existe k € I x J tel que = € f(k).
Doncz e |J f(k).

kelxJ

Donc z € |J f(4;7).
j€s

Doncsiz € |J U f(i;74), alorsz € |J f(4;7).
i€l jeJ zg
J

Supposons que z € |J f(7; 7).

i€l
jeJ
Doncz e |J f(k).
kelxJ
Donc il existe kg € I x J tel que x € f(ko).

Or,pourtout k € I x J,onak = (my(k); mq(k)).
Donc z € f(my(ko); ma(ko))-
Donc en posant iy = 7, (ko) et jo = ma(ko), onax € f(io; jo)-
Donc il existe j € J tel que = € f(ig; 7).
Donc x € | f(io; 7) d’apres la prop. 162 p. 227.

jeg
Doncil existe i € [ tel que z € |J f(i;7).

jeJ

Donc z € |J | f(7;5) d’apres la prop. 162 p. 227.

i€l jEJT

Doncsiz € |J f(i;7),alorsz € |J U f(4; 7).
zgg i€l jeJ
J

Finalement, z € |J |J f(¢;7) sietseulementsiz € |J f(i;7).

i€l jeJ i€l
jeJ

Ceci étant vrai pour tout =, on peut dire que | | J U f(¢;7) = U f(i59)|.
i€l jeJ i€l
J

235
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4 Prouvons a présent que |J f(i;7) = U U f(3; 7).
il JEJ i€l
jeJ
Soit 2 un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que z € |J f(i; 7).
e
Doncz € |J f(k).

kelxJ
Donc il existe kg € I x J tel que = € f(ky) d’apres la prop. 162 p. 227.

Or, pourtout k € I x J,onak = (m,(k); ma(k)).
Donc x € f(my(ko); ma(ko))-

Donc en posant iy = 7,(ko) et jo = m4(ko), ona x € f(io; jo).

Il existe donc ¢ € [ tel que = € f(1; jo)-
Donc = € | f(i; jo) d’apres la prop. 162 p. 227.

il
Il existe donc j € J tel que = € | f(i; 7).

il
Donc z € |J U f(4;4) d’apres la prop. 162 p. 227.

JEJ i€l

Doncsiz € |J f(i;7),alorsz € |J U f(4;9).
i€l jEJ iel
J

Supposons que z € |J U f(; 7).

jeJ icl
Il existe donc jy € J tel que = € |J f(7; jo) d’apres la prop. 162 p. 227.
iel
Il existe donc iy € I tel que = € f(ig; jo) d’apres la prop. 162 p. 227.

En posant ko = (ip; jo), onax € f(ko).
Donc il existe k € I x J tel que = € f(k).
Doncz € |J f(k).

kelxJ

Donc z € |J f(4;7).
i€l
jET
Doncsiz € |J U f(i;7),alors z € |J f(4;7).
jEJiEl icl

jeJ
Finalement, = € |J f(i;j) si et seulementsiz € |J U f(7;7)-

el jeJiel
jeJ
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Donc

Donc

Ceci étant vrai pour tout , on peut affirmer que | |J f(3;5) = U U f(i;7) |

icl JEJ €l
jeJ

Démonstration de (2).
Soit x un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que z € |J f(7; 7).
£
Or, d'apres (1), ona U f(i;5) = U U f(5:5)-
i€l i€l jeJ
jeJ
Doncz e |J U f(4;9)-

i€l jeJ

Donc il existe i € I tel que = € |J f(i;7) d’apres la prop. 162 p. 227.

jeJ
Donc il existe j € J tel que = € f(i;]).
Ainsi, il existe ¢ € [ et j € J tels que f(i; 7).

siz € |J f(i;7), alors il existe © € [ et j € J tels que f(i;7) |.
icl
jeJ

Supposons qu’il existe iy € I et jo € J tels que = € f(io; Jo)-
Il existe donc j € J tel que = € f(ig; j)-
Donc x € |J f(ig;j) d’apres la prop. 162 p. 227.

jeJ
Il existe donc i € [ tel que x € |J f(i;7).
jeJ
Donc z € |J U f(i;7) d’apres la prop. 162 p. 227.
i€l jeJ
Or, U U f(55) = U f(5;5) dapres (1).
i€l jeJ i€l
jeJ
Donc z € |J f(4; 7).
jér

silexistei € [etj € Jtelsquex € f(i;7),alorsz € |J f(4;7) |
icl
jeJ

CQFD.

237
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Proposition 168 (Réunion et opérations)

Soit £ un ensemble non vide. Soient [ et J deux ensembles.

Soient (A;);cr et (B;),es deux familles d’éléments de £, indexées respectivement par [ et J.

Intersection

(1) Distributivité de ’intersection sur la réunion :

Pour tout ' € E,ona F'N (U Ai) = U FnNA).
i€l i€l

(2) Double distributivité de I’intersection sur la réunion :

(LEJI Ai) N (jLEJJ Bj) = ;%(Ai N B;).

Produit cartésien

(3) Distributivité a gauche du produit cartésien sur la réunion :

Pour tout /' € F,ona I’ x (U Ai) = |J(F x A;).

i€l i€l
(4) Distributivité a droite du produit cartésien sur la réunion :

Pour tout F' € F, on a <U Ai> x F=J(A4; x F).

i€l i€l
(5) Double distributivité du produit cartésien sur la réunion :

(ZLEJIA,,) - <jL€JJBj> - Z.LGJI(AZ‘ X Bj).

jeJ

Réunion
(6) On suppose ici [ et J non vide.

el jedJ i€l
jeJ

@mmn
¢ (1)
Soit F' € E.

Raisonnons par doubles inclusions.

Soit 2 un ensemble.
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Supposons que x € F'N <U Ai).
el
Onadoncz € Fetx e | A,.
el
Donc z € Fetil existe ¢y € I tel que v € A;, d’apres la prop. 162 p. 227.

Donc xz € Fetx € A,

Doncxz € F'N A,

Il existedonc i € [ telque z € F' N A,

Donc z € |J(F N A;)d apres la prop. 162 p. 227.
icl

Doncsiz € F'N <U Ai>, alorsx € J(FNA,).
i€l il
Donc Vz, (x eFn (U AZ-) =€ U(FﬂAZ))

i€l iel

Donc F N (U Ai) c U (FnA4).

iel el
Soit z un ensemble.

Supposons que = € |J(F N A).
Il existe donc 7y € szél que x € F'N A,;, d’apres la prop. 162 p. 227.
Donc x € Fetx € A,
Donc x € Fetilexiste: € [ tel que x € A;.
Donc z € Fetx € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.
i€l
Donc z € F'N (U Ai).
i€l
Doncsiz € | J(FNA;),alorsz € FN (U Ai).
i€l i€l
Donc Vz, (x e JFNA)=xzeFn <U AZ>>
iel icl

Donc |J(FNA;) CFN (U AZ-).

i€l el

Finalement, | F' N (U Al-) =UJFNA)|

el el

¢ (2

On a les égalités suivantes :

(U Ai) N (U Bj) = (U Bj) N <U Ai> par commutativité de N
i€l jeJ jEJ i€l
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U Bj| NA; | d’apres (1)

= |J (4; N B;) d’apres la prop. 167 p. 234.

icl
JjeJ
el jeJ 1€l
jeJ
LE)
Soit F' € .

Soit z un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que z € F' x (U Ai).

Il existe doncy € Fetx GZGLIJ A tels que z = (y; x).

Onadonc z = (y;x) ety EZ%etx e U A.

Onadonc z = (y;x) ety € F etil eé(eilste ip € I tel que z € A;, d’apres la prop. 162 p.

2217.

Donc z = (y;z) ety € Fetx € A;,.

Donc z € F' x A;,.

Ilexiste donc i € [ tel que z € F' x A;.

Donc z € |J(F x A;) d’apres la prop. 162 p. 227.

el

Donc si z € F' X (U Ai>,alorsz € U(F x 4).

icl i€l

Supposons que z € |J(F x A;).

Il existe donc iy € Ilfel:l que z € F' x A;,.

Donc z € F x A;,.

Il existe donc y € Fetx € A;, tels que z = (y; x).
Donc z = (y;x) ety € Fetx € A;,.

Donc z = (y;z) ety € Fetilexiste i € [ tel que x € A;.

Donc z = (y;z) ety € Fetx € |J A;.
il
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Donc z € F' x (U Ai).
el

Doncsiz € |J(F x A;), alors z € F x <U Ai>.

icl el

Ainsi, z € F' X <U Ai) si et seulement si z € | J(F x A;).

el el

Donc Vz, (zEFx <U Ai> < z € U(FxAl-)).

el i€l

Donc | F' x (U Ai) =lJWF x A)|

el il

L Y
Soit F' € E.
Soit z un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que z € (U Ai) x F.

Il existe donc = € U Zjet y € F tels que z = (z;y).

On a donc z = (:U;lg%et:c € U Ajety € F.

On adonc z = (x;y) et il e;(?s{te ip € Itelque z € A;, ety € F d’apres la prop. 162 p.

227.

Donc z = (z;y) etz € A; ety € F.

Donc z € A;, x F.

Il existedonc i € [ telque z € A; x F.

Donc z € |J(A4; x F) d’apres la prop. 162 p. 227.

el

Donc si z € (U Ai) x F,alors z € |J(A; x F).

el el

Supposons que z € |J(A4; x F).

I1 existe donc 7y € szél que z € A;, x F.

Donc z € A;, x F.

Il existe donc x € A;, ety € F tels que z = (y; x).
Donc z = (z;y) etz € A; ety € F.

Donc z = (z;y) etil existe i € [ telque z € A; ety € F.

Donc z = (z;y)etx € |J A;ety € F.
iel
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Donc z € <U Ai> x F.
el

Donc si z € |J(A4; x F), alors z € (U Ai) x F.

icl i€l

Ainsi, z € (U Ai) x I sietseulementsi z € | J(A4; x F).

el el

Donc Vz, (ze <U Az) X F < ze |J(A xF)).

i€l iel

Donc (U Ai) x = J(A4; x F)|

el el

¢ (5

On a les égalités suivantes :

(u2) > (u2) -y (2>

= U U (A4; x B;) d’apres (3)

U B;

jed

> d’apres (4)

i€l jeJ
= LJ (/4i X lgj).

i€l

GEJ
On peut donc dire que (U Ai) X (U Bj) = U (4 x B))|.

icl j€J i€l

jeJ
¢ (6)
. o g IxJ — I g IxJ — J

Introduisons les applications et

(5;4) —> i (i) —> J

Soit x un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que = € (U Ai> ul UBj).
il jeJ
Doncz € |J A;oux € |J B,.

iel jeJ
Raisonnons par disjonction de cas :
Supposons que z € |J A;.
Il existe donc iy € szél que x € A;, d’apres la prop. 162 p. 227.
On sait par hypothese que J est non vide.
Il existe donc 7 € J.

Ona A;, C A;, U B, d’apres la prop. 16 p. 16.
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Donc z € A;, U Bj,.

Posons ko = (io; jo) € I x J.

On aalors A;, U Bjy = Ar, (ko) U Bry(ko)-
Donc z € Az, (ky) U Bry(ko)-

Supposons cette fois que z € |J B;.

Il existe donc jy € J tel que xjeeJBjO d’apres la prop. 162 p. 227.
On sait par hypothese que I est non vide.

11 existe donc 7y € 1.

Ona Bj, C A, U B,, d’apres la prop. 16 p. 16.

Donc z € A;, U Bj,.

Posons kg = (ig; jo) € I x J.

On a alors A;, U Bjy = Ax, (ko) U Bry(ko)-

Donc x € Az, (ky) U Br,(ko)-

Dans les deux cas, il existe donc k € I x J tel que x € Ay (x) U Bry)-

Doncz € J (Ar,r) U Bryx)) d’aprés la prop. 162 p. 227.
kelx.J

Donc z € UI(AWg(i;j) U Br(isj))-
je
Donc z € |J (4; U Bj).
@
Donc si z € (U Ai) Ul U Bj|,alorsz € |J(A; U Bj).
i€l jeJ i€l

jed

Supposons que z € |J (4; U B;).
i

Donc il existe ig € I et jy € J tels que x € A, U B;, d’apres la prop. 167 p. 234.
Donc x € A;, U Bj,.
Donc z € A;, ouz € Bj,.
Raisonnons par disjonction de cas :

Supposons que = € A;,.

Il existe donc i € I tel que = € A;.

Donc x € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.

el

Or, | A; C (U Ai) U <U Bj> d’apres la prop. 16 p. 16.

iel el jedJ

Donc z € (zLeJI Ai> U (jLGJJ Bj>.
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Supposons a présent que x € Bj.

Il existe donc j € J tel que x € B;.

Donc z € |J B; d’apres la prop. 162 p. 227.
J€J

Or, Y B; C (U Ai) U (U Bj> d’apres la prop. 16 p. 16.

jedJ iel jed

Donc z € <ZL€J] Az-) U <jL€JJ Bj>.

Dans les deux cas, = € <U AZ) U (U Bj>.

i€l jeJ

Doncsiz € |J(A; U B;), alors x € (U Ai) Ul UBjl|.
iel i€l jeJ
J

Finalement, = € (U Ai) U | U Bj | sietseulementsiz € J(A4; U B;).
i€l jeg i€l
J

il jeJ il
jeJ

Donc Vz, | z € (UAi) U (U Bj) — rve€ J(AUB))

Donc <U Ai> U (U Bj> — U (A;UB;)|. CQFD.

iel jedJ i€l
jeJ

Proposition 169 (Réunion de familles et images)

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soient [ et J deux ensembles.
Soit f : . — F.
Soit (A;);er une famille de parties de £ indexée par 1.

Soit (B;) e une famille de parties de F' indexée par .J.

(1) Ona f~ (U A,-) = U f7(4).

el il

(2) Ona f* (u Bj> = U f(By).

jeJ jeJ

Lo

Soity € F.
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Raisonnons par doubles implications.

Supposons que y € f~ (U Ai).
Il existe donc = € | J A; téjlque y = f(z) par définition de .
Il existe donc i EZ; [tel que x € A;, d’apres la prop. 162 p. 227.
Or,y = f().
Doncy € f7 (A;).
Il existe donc i € I tel que y € f (4;).
Doncy € |J f~ (A;) d’apres la prop. 162 p. 227.

il

Doncsiy € f~ (U Ai), alorsy € J f7 (4).
iel i€l
Supposons que y € |J [ (4;).
Il existe donc iy € Ilfél quey € [~ (A;,) d’apres la prop. 162 p. 227.
Il existe donc = € A;, tel que y = f(x) par définition de .
Il existe donc ¢ € I tel que x € A;.
Donc x € |J A; d’apres la prop. 162 p. 227.
Or,y = f(Z;)I.
Doncy € [~ (U Ai).
iel
Doncsiy € |J f7 (A;),alorsy € [~ (U Ai).
il i€l

Finalement, y € f~ (U Ai) si et seulementsiy € (J f~ (A;).

el el

Donc Vy € F, <yef—> (U Ai> — yellf (Ai)>.

el el

Donc| [~ (ZLEJIAl) = iLgJIf_’(Az’) :
¢ @

Soitx € B.

Raisonnons par doubles implications :
Supposons que = € f <U B; .

jeJ
Donc f(z) € |J B; par définition de f* .
jeJ
Il existe donc jy € J tel que f(x) € Bj, d’apres la prop. 162 p. 227.

Donc x € f* (Bj,) par définition de f* .
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Il existe donc j € J tel que = € f<(B;).
Donc z € |J f<(B,) d’apres la prop. 162 p. 227.
jeJ

Doncsiz € f< [ U B; |,alorsz € |J f(B;).
jeJ jeJ
Supposons que z € |J f(B;).
jeJ
Il existe donc jy € J tel que x € f< (B;,) d’apres la prop. 162 p. 227.
Donc f(x) € Bj, par définition de f.
Il existe donc j € J tel que f(z) € B;.
Donc f(z) € |J B; d’apres la prop. 162 p. 227.
jeJ

Donc z € f* (U Bj>.

jeJ

Doncsiz € |J f(Bj), alors x € f¢ (U Bj).

jeJ jeJ

Finalement, z € f< (U Bj) si et seulementsiz € |J f(B;).

jed jed

Donc Vz, <:U € fe (U Bj> — ze | f‘_(Bj)>.

jeJ jeJ

Donc | f< (U Bj> = U f(B)) |

jedJ JjeJ

CQFD.
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& Notation
Soit £ un ensemble non vide. Soient / et J deux ensembles.

Soient (A;);er et (f(4;7 ))16 7 deux familles d’éléments de F indexées respectivement par [ et I x J.

Soit P une assertion pouvant dépendre d’un parametre.

e On notera | J A; 'ensemble | J{A; |i € [ et P(i)}.
i
e On notera UI f(i;7) lensemble | J{f(i;5) |i € [etje Jet P(i;j)}.
IS
j€J
P(i;5)
Ici encore, 7 et 7 sont muets : on peut les remplacer par n’importe quels caracteres, pour peu qu’ils ne

soient pas déja utilisés, et que celui qui remplace ¢ soit différent de celui qui remplace ;.

Parexemple, U 4; = U Ax. Deméme, J f(i;j) = U flasb).
5 i
j(z i) P(a;b)

Proposition 170 (Réunion et assertions)

oit I un ensemble non vide. Soient [ et J deux ensembles.
Soient (A;);er et (f(i; j)),,e 1 deux familles d’éléments de E' indexées respectivement par [ et I x J.
Soient P et () deux assertlons pouvant dépendre d’un parametre.

(1)SiViel, (P(z') = Q(z’)), alors |J A; C U A

i€l i€l
P(i) Q(4)
(2)SiVi e I, (P(i) — Q(i)),alors U4=U A.
i€l i€l
P(i) Q1)
(3)Sivie I,Vj e J, (P(i;j):‘Q(@';j))alors U ric U fE9)
i< i<
P(is5) Q(%:9)
(4)Sivie 1) € J, (P(i;j) <= Q(is)))salors U fG:5)= U (i),
2 i<
P(is5) Q(i55)

@Wmm

Notons A = (A;)ier et f = (f(4:7))ier.

jeJ

¢ (1)
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Supposons que Vi € I, | P(: )

Onadonc {i e | P(i)} C {z € 1| Q(z)} d’apres la prop. 5 p. 6.

Donc A*({z el|P() ) C A*({z el Q( )}) par croissance de A~.

Donc {A; |i € Tet P(i)} C{A;|iec IetQ(i)} par définition.

Donc | J{A;|ieTetP(i)} CU{A;|ie IetQ(i)} par croissance de la réunion.
Donc| |J 4, C U 4;|

i€l i€l
P(i) Q)

}
}
P(i

¢ (2
Supposons que Vi € I, (P(z) — Q(z))
Donc Vi € 1, ( (1) = Qi) et Q(i) = P(z’)).

Donc Vi € 1, ( (i) = Q(i )) etViel, (Q(z’) = P(z’)).
Donc|J A; C |J Ajet U A; 2 U A; d’apres (1).

icl icl icl icl
P(i) Q) P(i) Q)
Donc| |J A;= U 4|
i€l el
P(i) Q)
LC)

Supposons que Vi € I,Vj € J, (P(i;j) = Q(i;j)).

Donc {(i;7) € I x J | P(i;5)} € {(i;7) € I x J | Q(3;7)} d’aprés la prop. 5 p. 6.

Donc f*({(z’;j) el xJ]| P(z’;j)}) C f"({(z’;j) el xJ| Q(z’;j)}) par croissance de .
Donc {f(i;j) |i € Tetje JetP(i;5)} C{f(i;5)|i € lTetje JetQ(i;j)} par définition.

Donc |J{f(i;j)|ieTetje JetP(i;j)} CU{f(i;7)|i € Tetje JetQ(i;j)} par croissance de
la réunion.

Donc| U f(i;5) € U f(79)}

i€l iel
GeT jeg
P(i;9) Q(%;9)

¢4
Supposons que Vi € I,Vj € J, <P(i;j) — Q(@j))-

Done Vi € 1,¥j € J, ((P(i: ) = Qisj) et P(i; j) = Q(i: ).
Done Vi € 1,Yj € J, (P(z’;j) N Q(i;j)) etVie I,VjeJ <P(z’;j) . Q(z’;j)).
Donc U f(i;5) € U f(isd)et U f(i55) 2 U f(i55) dapres (3).

i€l i€l i€l i€l

jeJ jEJ jEJ GEJT

P(i;9) Q(%:5) P(i;9) Q(3;5)
Donc| U f(i55) = U f(i59))

i€l i€l

jeJ jeJ

P(i;9) Q(4;9)

CQFD.
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3 Intersection d’une famille d’ensembles

Proposition 171 (Image non vide d’une famille)

Soient E et I deux ensembles non vides.

Soit (A;)icr une famille d’éléments de F indexée par /.

Alors {A; | ¢ € I} estnon vide.

\ J

7 Dhornonitsation

Notons A = (A;)ier-

Onaalors {A; |1 € I} =im ((A4;)ier) = im(A) = A7 (1).

Or, I est non vide par hypothese, et donc A~ ([) est non vide d’apres la prop. 125 p. 160.

On en déduit donc que | {A; | i € I} est non vide |.
CQFD.

Cette proposition va permettre de donner la définition suivante, puisque I’intersection d’un ensemble requiert

avant tout que celui-ci ne soit pas vide.

Définition 68 (Intersection d’une famille d’ensembles)

Soient E et I deux ensembles non vides.

Soit (A;);cr une famille d’éléments de F indexée par /.

On appelle intersection de (A;);c; 'ensemble () {A4; | i € I}.
On le note [ A;.

iel
\ v
Notation
Ici aussi, dans () A;, le ¢ est muet : on peut le remplacer par n’importe quel caractere.
iel
Ainsi,ona (| 4; = N 4; =) A
iel jer kel

Ici encore, il faut veiller au fait que cette variable muette ne soit pas déja utilisée au sein d’une méme

expression, au risque de produire un contre-sens !

Proposition 172 (Autre notation pour I'intersection d’un ensemble)

Soit £ un ensemble non vide.

OnaalorsE= () A
AcE
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@mmn
E =im(idg) ={idg(A) |Ac E} ={A| A€ E}.
Donc E = {A| A€ E}.
Donc E=N{A| A€ E}.
O, {{A|AcE} = Aﬂ A par définition.
€E

Donc|E= ) Al
A€E

CQFD.

Proposition 173 (Caractérisation de I'intersection)

CHAPITRE 4. FAMILLES

Soient £ et I deux ensembles non vides.

Soit (A;);er une famille d’éléments de E indexée par I.

Soit z un ensemble.

Onaalors z € [ A; si et seulementsi Vi € I,z € A;.
i€l

ﬁ Dhomenstsation

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que z € () A;.

el

Donc z € ({A;|i € I}.
Donc x € ()im ((A;)ier)-

Soit j € 1.
Onaim((Ai)ieI) = {B ek | di € ],B = Az}

Donc A; € im ((4;)ier)-
Or, on a montré que VB € im ((4;);er) , € B.
En particulier, z € A;.
DoncVj € I,z € A;.
Ainsi,siz € [ A, alors V€ I,z € A;.

el

Supposons que Vi € I, x € A;.

Donc VB € im ((4;)ier) , « € B par définition de I’intersection d’un ensemble.

En particulier, pour B = A;, il existe bien ¢ € [ tel que A; = A;.
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Soit C € {A;|i€I}.
Par définition,on a {A; |i € [} =im ((A;)icr) ={B€ E|Jie€ [,B = A;}.
DoncC € {Be E|Jiel,B=A}.
Il existe donc ¢y € I tel que C' = A,,.
On,Viel xeA,.
Donc en particulier x € A;,.
Donc z € C.
DoncVC € {A; |ie I}, z e C.
Donc x € ({A4;|i € I}.
Or, N{A;|iel}=)A.

icl
Donc z € () Ai.
icl
DoncsiVi € I,x € A;,alors z € () A;.

iel

Finalement, |z € [ A; siet seulementsiVi € [,x € A;|.
el

CQFD.

Proposition 174 (Intersections simples)

Soient £ et I deux ensembles non vides.

Soit (A;)icr une famille d’éléments de F indexée par /.

(1) S’il existe ig € I tel que I = {ip}, alors [ A; = A;,.

el

(2) S’il existe i; et ip dans [ tels que I = {iy; i}, alors (| A; = A;, N Aj,.
el

@mmn
¢ (1)
Supposons qu’il existe iy € I tel que I = {ig}.
Notons A = (A;)ier-
Ona{A; |i €I} =im((A)ier) =im(A) = A (D) = A ({in}) |, = {AG0) } = {Aa}.
Donc {4; |ie I} = {Aio}.
Done N {A;|ie I} = {Aio}.
Or, (N A; = {A: | ¢ € I} par définition.

iel

Donc () A = {Aio}.

el
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Or,N { } i, d’apres la prop. 21 p. 22.
Donc| () 4; = 4;, |
el
¢ (2)
Supposons qu’il existe i; et i dans [ tels que [ = {iy;is}.
Notons A = (4;)ier-
Ona{A; |i €I} =im((A)ier) =im(4) = A7(1) = A~ ({irsia})
126 p. 161 {A(ll); A(Zz)} {A“’ Ai }
Donc {A; |ie I} = {A”,A }
Done ({A; | i€ I} = m{ }
Or, ) A; = ({4 | i € I} par définition.
iel
Donc (N 4; = { i }
iel
Or, N { i1 } = A;, N A,, par définition de N.
Donc| () 4; = A;; N A, |
iel
CQFD.

Proposition 175 (Intersection, maximalité et décroissance)

Soient E et I deux ensembles non vides. Soit /' un ensemble.

Soient (A;);er et (B;)ier deux familles d’éléments de £ indexée

(1) Pour tout iy dans I, ona [ A; C A;,.
i€l

(2) Sipourtouti € I,ona F C A;, alors FF C [ A;.
el

el
termes de (A;);cr-

(4) S’il existe 4o dans [ tel que A;, = (), alors [ 4; = 0.

i€l

(5) Sipourtouti € I,ona A; C By, alors (| 4; € ) B
iel iel
On dit que ) est compatible avec I’inclusion.

par [.

On dit que [ A; est le maximum, au sens de I’inclusion, parmi les ensembles contenus dans tous les

(3) S’il existe iy dans I tel que pour tout ¢ dans I, A, C A;, alors [ A; = A;,.

el

(6) Pour toute sous-famille (A;);cs de (A;)ier, avec J # (Q,ona (| A; D () A,.

=

el
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@mmn

¢ ()
Soit iy € I.

Soit

un ensemble.

el

el

Donc | () A4;

el

gAio .

¢ (2

Soit z un ensemble.

Soiti €

Par hypothese, on sait que F' C A;.

Donc z € A;.
Donc Vi € I,x € A;.
Donc z € [ A; d’apres la prop. 173 p. 250.

el

Donc | F' C

el

¢ (3

Finalement,

¢ (4)

Supposons que Vi € I, F' C A,.

I.

Dochx,(a:EFixe N A

el

i€l

N A=A, |

Supposons que = € () A;.

el

Alors Vi € I,z € A; d’apres la prop. 173 p. 250.
En particulier, pour ¢ = ig, onax € A;,.

Doncsiz € () A;, alors x € A;,.

Donc Vz, <x eNA=z¢€ Ai()).

Supposons que z € F.

Doncsiz € F,alors x € () A;.

icl

).

Supposons qu’il existe ¢y dans I tel que Vi € I, A;, C A,.
En particulier, d’aprés (2), avec F' = A, on obtient A;, C () A;.

De plus, d’apres (1), on a aussi [ A; C A;,.

iel

Supposons qu’il existe iq dans I tel que A;, = 0.
Or, pour touti € I,ona () C A; d’apres la prop. 7 p. 8.
On adonc pour touti € I,ona A;, C A;.

253
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Donc () 4; = A,, d’apres (3).
icl
Donc | 4;=0|

iel

¢ (5
Supposons que Vi € I, A; C B,.
Soit « un ensemble.

Supposons que z € [ A;.
icl

Donc Vi € I,z € A; d’apres la prop. 173 p. 250.

Soiti € I.
Onadonc z € A,.
Or, A; C B; par hypothese.
Donc x € B;.
DoncVie I,z € B;.
Donc z € () B; d’apreés la prop. 173 p. 250.

i€l
Donc siz € () 4;, alors z € () B;.
iel iel
Donc Vz, (x ceNA=ze) Bi>.
il i€l
Donc| () 4; € N B; |

iel el

¢ (6)
Soit (A;) e une sous-famille de (A;);c;, avec J # (.
En particulier, J est un sous-ensemble de /.

Soit z un ensemble.

Supposons que z € () A;.

el

Donc Vi € I,x € A; d’apres la prop. 173 p. 250.

Soit j € J.
Comme on a dit plus tot,ona J C [.
Donc j € I.
Or,onaditque Vi € I,z € A,.
Donc z € A;.
DoncVj € J, x € A;.
Donc z € (] A, d’apres la prop. 173 p. 250.
Donc si z € () jﬁle:alors re (A
iel jeJ
Donc Vz, (x eNA=z€) Aj>.
iel jeJ
Donc| (N A; C N 4,

iel jed

CHAPITRE 4. FAMILLES
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CQFD.

Proposition 176 (Associativité de I'intersection)

Soient E, I et M trois ensembles non vides.
Soit (A;)ie; une famille d’éléments de F indexée par I.

Soit (J;,)mens une famille de parties non vides de 7, indexée par M.

Sil= | Jy,alors 4= (m Ai).

meM iel meM \i€Jm

On appelle cette propriété I’associativité de 1’intersection.

7 Dhononstsation
Supposons que I = |J Jp,-

meM
Raisonnons par doubles inclusions.

Soit « un ensemble.
Supposons que z € [ A;.
Donc pour tout ¢ € jz',eéc € A; d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (%) cette propriété.
Soitm € M.
Soit i € J,,,.
Par définition, J,,, est une partie de .
Donc i € I.
Donc d’apres (x),onaz € A;.
Donc Vi € J,,,x € A,.
Donc z € (| A; d’apres la prop. 173 p. 250.

i€Jm
Donc Vm € M,z € ) A
i€Jm
Doncz € ) ( N Ai> d’apres la prop. 173 p. 250.
meM \i€Jm
Doncsiz € () A, alorsz € () ( N Ai).
i€l meM \i€Jm
Donc Vz, (x ceNA=z¢e ) ( N Al>>
el meM \i€Jm
Donc (A4; € N ( N Ai>.
i€l meM \i€Jm
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Soit 2 un ensemble.
Supposons que € ) ( N Ai).

meM \i€Jm

DoncVm € M,z € () A; d’apres la prop. 173 p. 250.
i€Jm
Notons (**) cette propriété.

Soitz € 1.

Par hypothése, on sait que [ = |J J,.
meM

I1 existe donc my € M tel que ¢ € J,,, d’apres la prop. 162 p. 227.

En particulier, d’aprés («x),onaxz € [ Aj;.
€ Tmg

Donc Vj € J,,,,z € Aj d’apres la prop. 173 p. 250.
En particulier, pour j =i, onax € A;.

Donc Vi € I,z € A;.

Donc z € () A; d’apres la prop. 173 p. 250.

el

Doncsiz € ) <ﬂ Az),alorsxe N Ai.

meM \i€Jm el
Dochx,(a:E N <ﬂ Ai):>x€ ﬂAZ>
meM \i€Jm el
Donc ) ( N Ai) C N A.
meM \i€Jm el

Finalement, | (] A; = [) ( N Ai> :

el meM \i€Jm
CQFD.

Proposition 177 (Changement d’indice dans une intersection)

Soient F, I et J trois ensembles non vides. Soit f : J — [.

Soit (A;);es une famille d’éléments de E indexée par I.
@ On a toujours () Asq) 2 () A
j€J i€l

@ Si f est surjective, alors [ Ay;) = () A

jeJ il

@ En particulier, si f est bijective, alors (| Az, = ) 4.

jeJ iel

@mmn
(1) On sait que {Api | jeJ} C{A|ie I} dapresla prop. 99 p. 126.
Onadonc ({Ay; | j € J} 2 N {4 |i € I} par décroissance de .
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Or, N{Asp) |7 €T} = N Ay et {4 | i € I} = () A; par définition.
jeJ

el

Onadonc| () Asy 2 ) 4il

jeJ iel

@ Supposons que [ est surjective.

Alorsona {A;) | j € J} = {A;|i € I} d’apres la prop. 118 p. 153.

or, N{Asy |j€J} =N Apg et N{A; | i € I} = A par définition.
jeJ

iel

Onadonc| () Ay =) Ai|

jed el

@ Supposons que f est bijective.

Alors f est surjective.
Donc d’apres @, ona| () Ay = ) 4il

jeJ iel

CQFD.

& Notation
Soient F, I et J trois ensembles non vides.

Soit (f(;7))icr une famille d’éléments de E indexée par I x J.
jeJ

On notera parfois [ f(i;7)ou () f(4;7) alaplacede () f(2).
i€l (3;5)€IxJ zeIlxJ
JjeJ
Ici encore, ¢ et 7 sont des variables muettes : on peut les remplacer par n’importe quels caracteres

(celui qui remplace 7 doit bien entendu étre différent de celui qui remplace j).

Ainsi, on a par exemple () f(i;7) = () f(a;0) = [ f(c;d).

el acl cel
jeJ beJ deJ

Encore une fois, on prendra garde a ce que ces caracteres muets ne soient pas déja utilisés au sein d’une

méme expression, au risque de produire d’écrire des contre sens !

Proposition 178 (Intersection double)

Soient F, I et J trois ensembles non vides.

Soit (f(4;7))icr une famille d’éléments de F indexée par [ x J.
jeJ

(1) Onaalors ( () f(i:5) = N f(5:5) = N N f(G9)-

il jeJ il jeJiel
jeJ

(2) De plus, pour tout ensemble z, ona x € [ f(i;7) sietseulementsi Vi € I,Vj € J,x € f(i; 7).

el
JjeJ
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4

@mmn
Démonstration de (1).

¢ Commencons par démontrer que (| [ f(i;5) = () f(3;7).
iel jeJ i€l
jeJ
Soit x un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que x € () [ f(i;7).
icl jeJ
Donc Vi € I,z € () f(i;j) d’apres la prop. 173 p. 250.
jeJ
Donc Vi € I,Vj € J,x € f(i;7) d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (%) cette assertion.
Soitz € I x J.
Il existe donc i € [ et j € J tels que z = (1; 7).
D’aprés (x1),onax € f(i; 7).
Donc x € f(z).
DoncVz € I x J,x € f(2).
Doncz € () f(z)d aprés laprop. 173 p. 250.
zelxJ
Donc z € () f(4;7).
i€l
jeJ
Doncsiz € () () f(i;7), alors z € () f(i57).
iel jeJ icl
jedJ
Supposons que z € ) f(i;7).
=
Doncx € () f(2).

zeIxJ

Donc Vz € I x J,x € f(z) d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (*;) cette assertion.
Soit¢ € 1.
Soit j € J.
Posons z = (i;5) € I x J.
Donc d’apres (x), onax € f(2).
Donc z € f(i; 7).
Donc Vj € J,x € f(i; 7).

Donc x € () f(i;7) d’apres la prop. 173 p. 250.
jeJ

CHAPITRE 4. FAMILLES
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Donc Vi € I,z € () f(i;7).
jeJ
Donc z € () () f(¢;4) d’apres la prop. 173 p. 250.
icl jeJ
Doncsiz € () f(i;7),alorsz € () ) f(4;7).
el il jeJ
J

Finalement, = € () [ f(¢;7) si et seulement si x € [ f(4;7).
icl jeJ i€l
J

Donc Ve, |z € () () f(i;]) < =€ ) f(i;7)

i€l jed el

jed
Donc DI ‘ﬂjf(z';j) = nlf(iJ) .
7€ jes

¢ Montrons a présent () f(i;7) = () ) f(5 7).
iel jeJiel
jeT
Soit  un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que x € () f(7; 7).
i
Doncz € [\ f(2).
zeIlxJ
Donc Vz € I x J,x € f(z) d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (%) cette assertion.
Soit j € J.
Soite € 1.
Posons z = (i;5) € I x J.
D’apres (%), onax € f(2).
Donc z € f(i;7).
Donc Vi € I,z € f(i;7).
Donc z € [ f(i; 7) d’apres la prop. 173 p. 250.
iel
Donc Vj € J,x € () f(i;7).
iel
Donc z € () ) f(4;4) d’apres la prop. 173 p. 250.
jeJiel
Doncsiz € () f(i;),alorsz € () () f(4;7).
icl jeJiel
jeJ

Supposons que z € () () f(i;7).

jeJiel

259
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Donc Vj € J,x € () f(i;7) d’apres la prop. 173 p. 250.

iel

Donc Vj € J,Vi € I,z € f(i;7) d’apres la prop. 173 p. 250.

Notons (*3) cette assertion.
Soitz € I x J.
Il existe donc i € [ et j € J tels que z = (i; 7).
Donc d’apres (x3), onax € f(i; 7).
Donc z € f(2).
DoncVz € I x J,x € f(2).
Doncz € () f(z)d’apres la prop. 173 p. 250.

zelxJ
Donc z € () f(4;7).
iel
jeJ
Doncsiz € () () f(i;7),alors z € () f(i;7).
jediel icl
j

Finalement, = € (] f(i;j) si et seulementsiz € (] () f(4;7)-

1el jeJiel
JjeJ

DoncVz, |z € () f(i;]) < =€ () f(i57)

el jeJiel
jeJ
Donc| () f(i55) = N N f(i;5) |
igg jedJiel
J

Démonstration de (2).
Soit 2 un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que = € () f(i;7).
i
Doncz € [\ f(2).

zelxJ

Donc Vz € I x J,x € f(z) d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (*;) cette assertion.
Soiti € I.
Soit j € J.
Posons z = (i;j) € I x J.
Onax € f(z) d’apres (x2).
Donc z € f(i; 7).
Donc Vj € J,x € f(i;7).
Donc Vi € I,Vj € J,x € f(i;7).
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Donc

siz e () f(i;7),alors Vi € [,Vj € Jx € f(i;]) |
icl
jeJ

Donc

Supposons que Vi € I,Vj € J,x € f(i;7).

Notons (%) cette assertion.

Soitz € I x J.

Il existe donc i € [ et j € J tels que z = (i; 7).

Donc d’apres (x1), z € f(i;7).
Donc z € f(2).

DoncVz € I x J,x € f(z).
Doncx € () f(z)dapres la prop. 173 p. 250.

zelxJ
Donc x € [ f(i;7).
icl
jeJ
siVie IL,Vje Jxe f(i;7),alorsz € () f(4;7) |
i€l
jeJ

CQFD.
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Proposition 179 (Intersection et opérations)

Soient I/, I et J trois ensembles non vides.

Soient (A;);er et (B;),es deux familles d’éléments indexées respectivement par [ et J.
Réunion

@ Distributivité de la réunion sur ’intersection :

Pour tout F' € F,ona F'U (ﬂ Ai) = (FUA4,).

icl el
@ Double distributivité de la réunion sur I’intersection :

(QIAi) Y (j@JBj) = QI (A; U B;).

Produit cartésien

@ Distributivité a gauche du produit cartésien sur ’intersection :
Pour tout F' € Fona F x (ﬂ Ai) = (F x A;).

i€l i€l
@ Distributivité a droite du produit cartésien sur I’intersection :

Pour tout ' € Eona (ﬂAz) x F=(4; x F).

iel iel

@ Double distributivité du produit cartésien sur I’intersection :
iel jeJ icl
jeJ

Intersection

el

i€l jeJ i
jeJ

®(na)n (m Bj> ~ N(AnB).

W@mm
¢ @

Soit F' € E.

Soit 2 un ensemble.
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On a les équivalences suivantes :

iel
re€ Fouxe )A.
iel

x € FouViel xe A; dapreslaprop. 173 p. 250.
Viel, <m€Foux6Ai>.

Viel,x e FUA,.

x € ((FUA;) dapres la prop. 173 p. 250.

icl

Donc z € F'U (ﬂAi) <~ z € (FUA4,).

el i€l

1ree

il

Ceci étant vrai pour tout ensemble x, on peut affirmer que | F' U <ﬂ AZ) =

N(FUA,)|

iel

¢

On a les égalités suivantes :

(ﬂ Ai) Ul NBj| = B; | U <ﬂ Ai) par commutativité de U
iel jeJ jeJ iel

U AZ-) d’apres (1)

N B;

jedJ

[
e

(A; U B;) d’apres (1)

) par commutativité de U

= (N (A; U B;) d’apres la prop. 178 p. 257.

i€l
jed
el JjeJ ngg

26
Soit ' € F.
Soit z un ensemble.

Raisonnons par doubles implications :
Supposons que z € F' x (ﬂ Ai).
Il existe donc x € F'ety Ezefl]l A; tels que z = (z;y).
ie
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Comme y € () Aj,onaVi € I,y € A; d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (%) égte derniére assertion.

Soiti € 1.

D’aprés (x1), on adonc y € A;.

Ainsi, x € Fety € A;.

Donc (z;y) € F x A;.

Or, z = (z;y).

Donc z € F' x A;.
DoncVie I,z € F x A,

Donc z € () (F x A;) d’apres la prop. 173 p. 250.
iel
Donc si z € F' X (ﬂ Ai), alors z € [ (F x A;).

icl i€l

Supposons que z € [(F X A;).

i€l

Donc Vi € I,z € F' x A; d’apres la prop. 173 p. 250.

Notons (*;) cette derniére assertion.

Comme I n’est pas vide, il existe g € 1.
D’apres (x3), on sait que z € F' x A;,.

Il existe donc = € Fety € A, tels que z = (x;y).

Montrons que y € [ A;.
Soiti e I.
D’apres (x2), on sait que z € F' x A;.
Il existe donc 2’ € Fety' € A, tels que z = (2/;¢/).
Or, z = (z;y).
Donc (z;y) = (2';y').
Doncz =2'ety =1/ .
Or, iy € A; par définition.
Donc y € A;.
Donc Vi € I,y € A;.
Donc y € () A; d’apres la prop. 173 p. 250.

el

Ainsi,z € Fety € [ A;.
iel

Or, z = (z;y).
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Donc z € F' X (ﬂ Ai).

el
Doncsiz € [((F x A;), alors z € F % (ﬂ Ai>.

i€l el

Finalement, z € F' X (ﬂ AZ) si et seulement si z € () (F x A;).

il el

Donc Vz, (zeFx (ﬂ Ai> < z € ﬂ(FxAi)).

el iel

Donc | F x (m Ai) = N(F x 4) |

el il

¢ @
Soit F € F.
Soit z un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.
Supposons que z € (ﬂ Ai) x F.

Il existe donc x € () ;i[et y € Ftels que z = (z;y).
Comme x € [ Ail,eén aVi e I,z € A; d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (*3) cz:g{te derniere assertion.

Soite € I.

D’apres (x3), on sait que = € A;.

Onadoncz € A;ety € F.

Or, z = (z;y).

Donc z € A; x F.
DoncVie I,z€ A; x F.
Donc z € () (A4; x F) d’apres la prop. 173 p. 250.

iel
Donc si z € (ﬂ Ai) x F,alors z € [ (A; x F).
iel iel

Supposons que z € [ (A4; x F).
DoncVie I,z € A;ei F d’apres la prop. 173 p. 250.

Notons (x4) cette derniére assertion.

Comme I n’est pas vide, il existe 7o € 1.

D’apres (x4), on sait que z € A;, x F.
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Il existe donc = € A, ety € F tels que z = (z;y).

Montrons que x € [ 4;.
Soiti e I.
D’aprés (x4),0onaz € A; x F.
Il existe donc 2’ € A; ety € F tels que z = (2/;¢/).
Or, z = (z;y).
Donc (z;y) = (2';y/).
Doncxz =2'ety =1y .
Or, 7' € A;.
Donc z € A;.
Donc Vi € I,z € A;.
Donc z € [ A; d’apres la prop. 173 p. 250.

el

Ainsi,z € [ A; ety € F.

iel
Or, z = (z;y).
Doncze ( (A ) x F.
il
Donc si z € [(A; x F), alors z € (ﬂ Ai) x F.
iel el

Finalement, z € (ﬂ Ai)

iel

Donc Vz, (z € (Qj AZ)
Donc (QA) X F= (4 x F)|.

el
36

On a les égalités suivantes :

(04)(0) -1

el

XF < z¢€ ﬂ(AixF)).

iel

N B;

iel jeJ

(Ai X > d’apres @

= N4 x B)) d’aprés@

icl jeJ

= () (A; x B;) d’apres la prop. 178 p. 257.
icl
jeJ

Donc (ﬂ Ai> x| N B
iel jeJ icl

= (1 (A x By) |

x F'sietseulementsi z € [(A4; X F).

CHAPITRE 4. FAMILLES
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¢ ©
_ o oTmgr IxJ — 1 g IxJ — J
Commencons par introduire et
(i) > i (64) — J

Soit z un ensemble.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que = € (ﬂ AZ») N <ﬂ Bj>.

icl jed
Doncz € (A;etx € () B;.
il jed

Donc Vi € I,z € A;etVj € J o € B; d’apres la prop. 173 p. 250.
Notons (*5) cette derniére assertion.

Soitk € I x J.

Il existe donc i € [ et j € J tels que k = (4; 7).

Onax € A, etz € B; d’apres (x;).

Donc x € A; N B;.

Donc z € Aﬂ—g i35) N Bﬂd(i-]‘).

Donc x € Ay, k) N Bry)-
DoncVk € I x J, x € A,rg (k) N Bﬂd(k).

Doncz € () (A, N Bxyk)) d’apres la prop. 173 p. 250.
kelxJ
Done 2 € [ (Ar, (i) ﬂBmm)

el
jeJ

Donc z € () (A4; N By).
i

Donc siz € (m Ai) N (m Bj>,a10rsx e N (A; N B;).

el jeJ i€l
jedJ

Supposons que x € [ (4; N B;).

i
Donc x € m ( g (4;5) N Bﬂd(l]))

i€l
jeJ

Donc x € ﬂ (Aﬁg(k) M de(k))-
kelxJ
Donc Vk € I x J,x € Ar, ) N Bryx) d’apres la prop. 173 p. 250.

Notons (*¢) cette derniére assertion.

Montrons dans un premier temps que = € ) A;.
iel
Soitz € I.
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Comme J n’est pas vide, il existe j € J.
Posons k = (i;j) € I x J.
D’apres (x¢), on adonc x € A k) N Br, i)
Donc x € Ay ) etz € By ).
En particulier, x € Ay )
Or, my(k) = my(isj) =1
Donc x € A;.
Donc Vi € I,z € A;.
Donc x € [ A; d’apres la prop. 173 p. 250.

el

Montrons maintenant que = € (| Bj.
Soit 7 € J. <
Comme I n’est pas vide, il existe 7 € .
Posons k = (i;j) € I x J.
D’apres (x6), on adonc € A x) N Br, i)
Donc x € Ay ) etz € Bryx).
En particulier, z € By ).
Or, my(k) = mq(i;5) = J.
Donc z € B;.
Donc Vj € J,x € B;.
Donc = € (| B; d’apres la prop. 173 p. 250.

jed

Ainsi, z € (| A;etz € () Bj.

el jedJ

Donc z € <ﬂ A ( >
el jedJ

Doncsiz € () (A; N Bj) alorsxe( )ﬂ(ﬂBj>.
iel

1€l Jj€J
jeJ

el el
jeJ

Finalement, = € (ﬂ A ( ) si et seulement si z € () (4; N B;).
jeJ
—

Donc Vz, xE(ﬂAi)ﬂ M B, z € () (AN By)
iel jeg iel

jeJ

Donc| | z € (ﬂ Ai) N (ﬂ Bj) = N (AN By)
iel jed iel

CQFD.
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Proposition 180 (Lois de De Morgan pour les familles)

Soient F et I deux ensembles non vides. Soit /' C F.
Soit (A;);e; une famille de parties de E.
Différence
(1)OnaF — (U Ai) = N(F — A)).

i€l i€l
(2)Ona F — (m Ai) = U(F — A)).

i€l i€l
Complémentaire
@ En particulier, on a Cp (U Ai) =N (CA).

i€l i€l
@De méme, on a Cp (ﬂ Ai) = U (Ce4)).
il i€l
\_ J

gf Drromstvatiion
™
Soitx € F.

Raisonnons par doubles implications.
Supposons que x € F' — (U Ai).
Doncz € Fetx ¢ | A, “
icl
Donc z € Fetnon(m € U AZ-).
Donc z € F etnon(3i € Zle,lx € A;) d’apres la prop. 162 p. 227.
Donc z € FetVi € I,non(z € A;).
Doncx € FetVie I,z ¢ A,.

Notons (* ) cette derniére assertion.

Soitz € [.
Onazx € Fetx ¢ A; d’apres (x).
Donc x € F — A,.
DoncVie I,x € ' — A,;.
Donc z € ((F — A;) d’apres la prop. 173 p. 250.

el

Doncsiz € F — (U Ai),alorsx e N(F—A4).

iel iel
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Supposons que x € [ (F — A;).
iel

Donc Vi € I,z € F — A; d’apres la prop. 173 p. 250.

Notons (%) cette derniére assertion.

Comme [ n’est pas vide, il existe ¢ € 1.
Donc z € F — A;, d’apres (%2).
Doncz € Fetx ¢ A;.

Soiti € 1.
Donc d’apres (%), onax € F — A,.
Doncx € Fetx ¢ A;.
Donc z ¢ A;.
Donc Vi € I,z ¢ A,.
Donc Vi € I,non(x € A;).

Donc non(3i € I, x € A;).

Donc non <x el Ai) d’apres la prop. 162 p. 227.
iel

Donc x ¢ |J A;.

i€l
Ainsi,z € Fetx ¢ |J A;.
i€l

Donc x € F' — (U Ai>.

il

Doncsix € ((F — A;),alors x € F — (U A,-).

Finalement, z € F — (U Ai) si et seulementsi z € [ (F — 4,).

iel i€l

iel il

Donc Vz € E, (:ceF— (UAi) < x € ﬂ(F—Ai)).

Donc

@

iel il

F —

(Ua) == a0

el el

Soitx € E.

Raisonnons par doubles implications.

Supposons que x € F' — (ﬂ Ai).

el

CHAPITRE 4. FAMILLES
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Doncx € Fetx ¢ () A.
iel
Donc z € F'et non(:z: € ﬂ Ai).
Donc z € F etnon(Vi € }E,Ix € A;) d’apres la prop. 173 p. 250.
Donc z € Fet3i € I,non(z € A;).

Doncz € Fetdie I,z ¢ A,.

Ainsi, z € F etil existe ig € [ tel que x ¢ A;,.
Doncz € Fetx ¢ A;,.
Donc z € ' — A,

Doncilexiste i € [ telque x € F — A;.
Donc z € |J(F — A;) d’apres la prop. 162 p. 227.

el

Doncsiz € F — (ﬂ Ai),alorsx e UF - A4).

i€l i€l
Supposons que z € |J(F — A;).
Donc il existe iy € ]Zetél que x € F'— A;, d’apres la prop. 162 p. 227.
Donc z € F' — A,
Doncx € Fetx ¢ A;,.

Ainsi, il existe ¢ € [ tel que = ¢ A;.

Donc3i € I,z ¢ A,.

Donc Ji € I,non(x € A;).

Donc non(Vi € I,z € A;).

Donc non <x €N Al) d’apres la prop. 173 p. 250.
iel

Donc = ¢ () A;.

el

Ainsi, z € Fetx ¢ [ A,
icl
Donc x € F' — (ﬂ AZ»).
iel
Doncsiz € |J(F — 4;),alorsx € F — (ﬂ Ai).

i€l el

Finalement, z € F' — (ﬂ Ai) si et seulement si x € |J(F — A;).

i€l il

Donc Vz € E, (xeF— (ﬂAi) < 1€ U(F—Ai))

i€l el
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Donc | F — (m A,) = UF - A)|

i€l il

©
OnaCs (U Ai) g (U Ai) = 0= (Cea)

iel il iel il

Done|C, (U AZ) — N (CoA) |

el i€l

el

OnaCys (”1 Ai) B (ml AZ-) 5 U= A=Y (Coa).

Done |G <ﬂ Ai> _ U o)
el el
CQFD.

Proposition 181 (Intersection de familles et images)

Soient F, F, I et J quatre ensembles non vides. Soit f : F — F.

Soit (A;);c; une famille de parties de F indexée par .

Soit (B;);cs une famille de parties de F' indexée par .J.

Ofia (ﬂ Bj) = f7(By).
jeJ jeJ
@ (na) cn i
iel iel
@ f est injective si et seulement si pour tout ensemble K non vide et toute famille (Cy)rcx de

parties de £ indexée par K,ona f~ < N C’k) = f7(Cy).
keK keK
\ J/

W Drrreristhostiin
®

Soitz € E.

On a les équivalences suivantes :

x € f° (ﬂ Bj)
Jj€J
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<= 1z € () Bj par définition de f<

jed
<= Vj e J, f(x) € B; d’apres la prop. 173 p. 250
<= Vj e J,x € f(B,) par définition de f*
< x € () fT(B;) d’apres la prop. 173 p. 250

jedJ

Ainsi,onaxz € f< <ﬂ Bj> = z € () fO(By)).

jeJ jedJ

OnadoncVz € F, (xef“ <ﬂ Bj> <~ z€) f*(Bg)).

jeJ jeJ

Ainsi,ona| f< (ﬂ Bj) = f(B)) |

jed jed

©)

Soity € F.
Supposons que y € [ (ﬂ Ai).

Il existe donc x € () A; téjlque y = f(z) par définition de f—.
Donc Vi € I,z € fi[d’aprés la prop. 173 p. 250.
Notons (%) cette derniere assertion.
Soit: € I.
Onax € A; d’aprés (x).
Or, on sait que y = f(z).
Onadoncy € f7(A;).
Donc Vi € I,y € f7(A;).
Donc y € () f7(A;) d’apres la prop. 173 p. 250.
i€l
Doncsiy € [~ (ﬂ Ai), alorsy € () f7(4)).

el el

Donc Vy € F, (y e f (ﬂ Ai> =ye) fH(AZ-)).

el el

Et donc| f~ <n Ai) C N7

el el

®

Raisonnons par double implication.

Supposons que f est injective.

Soient K un ensemble non vide et (C},)rex une famille de parties de E indexée par K.
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Donc

Soit y

Donc

Donc Vy €

Donc () f

keK

CHAPITRE 4. FAMILLES

e F.
Supposons que y € ] f7(Ck).
keK
Alors Vk € K,y € f7(Cy) d’apres la prop. 173 p. 250.

Notons (*;) cette derniere assertion.

Comme K est non vide, il existe kg € K.
D’aprés (x3),onadoncy € f7 (C,).
Il existe donc = € Cy, tel que y = f(x) par définition de .

Montrons que = € (] Ck.

keK
Soit k € K.
D’apres (x), onadoncy € f~ (Cy).
Il existe donc 2’ € CY tel que y = f(«') par définition de .
Or,onay = f(z).
Donc f(z) = f(2).
Mais on sait que f est injective par hypothese.
Donc x = «’.
Or, 2’ € C},.
Donc z € C,.
Donc Vk € K,z € C}.
Donc z € () Cj d’apres la prop. 173 p. 250.

ke K
Or,y = f(x).
Doncyefﬁ<ﬂ C ).
keK
siye () f7(Cg),alorsy € f~ ( N C’k).
keK keK
rlvenren=ver(na))
keK keK
“eyer(n o)
keK

Or,ona [~ ( N Ck> C N f7(Ck) d’apres @

Donc (

keK keK

N Ck) = N f7(Cr).

keK keK

Donc VK # 0,V(Cr)rex € P(E)X, ( N Ck) = N f7(C).

keK keK

si f est injective, alors VK # 0,V(Ci)rex € P(E)E, f~ ( N Ck) = f7(Cy).
keK keK
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Supposons que pour tout ensemble K non vide, et toute famille (Cy)xe i de parties de F indexée

par K, on ait [~ ( N Ck) = f7(Ck).
keK keK
Soient A et B deux parties de F.
Posons K = {(Z); {@}} puis Cy = A et Cygy = B pour ainsi former (C,)rex une famille de
parties de £ indexée par /.
Onaalors () Cy = Cy N Cyyy = AN B d’apres la prop. 174 p. 251.

keK
Pour la méme raison,ona (1 f7(Cy) = f7(Cy) N f7(Cry) = f7(A) N f7(B).
keK
Or, par hypothése ona [~ ( N Ck) = f7(Cy).
keK keK

Onadonc f7(ANB)=f7(A)n f7(B).

DoncVAC ENBC E, f7(ANB)=f7(A) N f7(B).
Donc f est injective d’apres la prop. 128 p. 163.

Donc |si VK # 0,Y(Ci)rer € P(E)X, [~ ( N C’k) = [\ f7(Cy), alors f est injective |.

keK keK

CQFD.

4 Union disjointe

4.1 Union disjointe de deux ensembles

4.2 Union disjointe d’une famille d’ensembles

5 Produit cartésien d’une famille d’ensembles
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Chapitre 5
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1 Partitions

Définition 69 (Recouvrements et sous-recouvrements)

Soit £ un ensemble non vide. Soit / un ensemble.

Soit F' C E. Soit (A;);c; une famille de parties de £ indexée par .

(1) On dit que (A;);cr est un recouvrement de F' si et seulement si F' C | J A;.
i€l
On dit alors que (A;);c; recouvre [

(2) On appelle sous-recouvrement de (A;);c; pour F toute sous-famille (A;);cs de (A;);er qui est

aussi un recouvrement de F'.

— —

Définition 70 (Partition indexée d’un ensemble)

Soient F et I deux ensembles non vides.

Soit (A;);er une famille de parties de £ indexée par 1.

On dit que (A;);c; est une partition indexée de F si et seulement si :
(1) E=U A4
i€l
(2) Les membres de (A;);c; sont deux a deux disjoints
(3) Vie I A #0
— ——

Définition 71 (Partition d’un ensemble)

Soit £ un ensemble non vide. Soit F un ensemble de partie des E.

On dit que F est une partition (non indexée) de F si et seulement s’il existe un ensemble / non vide

et une famille (A;);c; de parties de £ indexée par [ tels que :
(1) (A;)ier est une partition indexée de F
(2) F={A;|iel}.

On dit alors que F est la partition associée a (A;);c;.

— ~
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Proposition 182 (Propriétés des partitions)

Soit £/ un ensemble non vide. Soit F une partition de .

1) U A=E.

(2) F #0.
(3)0 ¢ F.

\_ /

W Domenstsatiin

Comme F est une partition de F, il existe une partition indexée (B;);c; de E telle que F = {B; | i € I}.

¢ (1)
Comme (DB;);c; est une partition indexée de £/, ona | B; = E.
iel
Donc | A=UF=U{Bi|liel}=B;=E.
AEF

i€l

Donc| |J A=FE|
AEF

¢
Notons B = (B;)e;-

Onaalors F ={B; |ie€ I} ={B(i)|i€ 1} =im(B) = B~ (I).
Comme (B;);c; est une partition indexée de F, ona I # ().

Donc B7(I) # () d’apres la prop. 125 p. 160.

Donc | F # 0|

¢ (3)
Soit A € F.
Onsaitque F = {B; |i € I}.
Donc il existe ¢y € I tel que A = B;,.
Or, (B; )i est une partition indexée de F.
Donc on sait que Vi € I, B; # ().
Donc en particulier, B;, # .
Donc A # ().
Donc VA € F, A # ().

Donc .
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< Remarque 8

Pour E un ensemble non vide et F une partition dérangée de £, il est "facile" de concevoir une partition
rangée (A;);c; telle que F lui soit associée.

En effet, il suffit de prendre [ = F et pour tout ¢ € I, poser A; = i.

La proposition suivante démontre que la famille obtenue est bien une partition rangée.

Proposition 183 (Equivalence entre partitions et partitions indexées)

Soient £/ un ensemble non vide, et F une partition de E.

Soit (A; )y la famille associée a F, ¢’est-a-dire que I = F et pour touti € [, A; = i.

Alors (A;);e; est une partition indexée de E.

De plus, la partition dérangée associée a (A;);cy est F elle-méme.

Commengons par montrer les trois conditions de la définition qui font de (A;);c; est une partition

rangée de E.

Pour cela, montrons tout d’abord que | J A; = E. On sait que F une partition dérangée de F.
A ce titre, il existe une partition rangézeeEBj) jesde Etelleque F = {B; | j € J}.
Or, on a aussi F = {A; | i € [} d’apres la prop. 157 p. 221.
Donc {A; |ie I} ={B;|je J}
Donc |J{A; |iel}=U{B;|je J}
Or, J{B;|j e J}= U B, par définition de | J.
jeJ

Deméme,U{AlMGI}: UAz

i€l
Donc |J 4; = U B;.
i€l jeJ
Or, |J B; = E car (B,);es est une partition rangée de E.
jeJ
Donc |J A; = E.
i€l

Montrons a présent que les membres de (A;);c; sont deux a deux disjoints.
Soitz € I.
Soiti’ € I.
Supposons que 7 # .
On sait par définition que A; = iet Ay = 7',
Donc A; # Ay
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Donci # i = A; # Ay.
Donc Vi’ € I,i £ = A; # Ay.
Donc Vi € I,Vi' € I,i #1i = A; # Ay.

Donc les membres de (A;);c; sont deux a deux disjoints.

Montrons enfin que Vi € I, A; # 0.
Soitz € 1.
Par définition, I = F.
Donc i € F.
Or, ) ¢ F d’apres la prop. 182 p. 279.
Donc i # ().
Or, par définition, A; = i.
Donc A; # ().
Donc Vi € I, A; # 0.

On vient donc de démontrer que | (A;);c; est une partition indexée de F'|.

Enfin, F = {4, | ¢ € I} d’aprés la prop. 157 p. 221.
Donc | F est bien la partition associée a (A;);cs |
CQFD.

Proposition 184 (Recouvrements, partitions et images)

2 Relations d’équivalences

3 Ensembles quotients
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